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Introduccion

Durante los pasados cuarenta anos han sido asombrosos los avances que se han realizado en la
construccién de computadoras. El nimero de dtomos que se necesitan para representar un bit en
memoria ha disminuido exponencialmente desde 1950. Del mismo modo, el nimero de transistores
por chip, velocidad de reloj y energia disipada por operacién légica tendran que seguir mejorando
a una direccién exponencial. Para el ano 2020 un bit de informacién requerird solo de un dtomo
para representarlo. A ese nivel de miniaturizacién el comportamiento de los componentes de una
computadora serdan dominados por los principios de la fisica cudntica[8].

En la actualidad, uno de los grandes retos de la disciplina computacional es aumentar la eficiencia
de los célculos. El desarrollo de la tecnologia actual tiende a miniaturizar los circuitos empleados en
la construccién de computadoras, sin embargo se ha establecido que ese proceso de miniaturizaciéon
tiene limites. Al llegar a niveles comparables con los tamanos de los dtomos, las leyes y principios
que rigen ya no son clasicos sino cuanticos.

Desde la ultima década del siglo pasado ha comenzado a tomar auge la computacién cuantica.
Si se tomara en cuenta otro tipo de hardware diferente al hardware cldsico original, es decir, si
se consideran nuevos dispositivos computacionales subordinados en su funcionamiento a las leyes
y principios de la fisica cudntica entonces muchos problemas que hasta ahora se han considerado
intratables tienen una solucion.

La computacion cuéntica se encarga de la aplicacién de la fisica cudntica a los sistemas de
computo. Las computadoras cudnticas tienen sus raices en la teoria cudntica, que trata con particulas
atémicas, como electrones, protones y neutrones. De acuerdo a los resultados de la fisica cudntica,
una particula, por ejemplo un electréon, existe en varios estados, de acuerdo a la direccién del espin
y su posicion, hasta que se observa y mide, dichas particulas existen en méas de un estado a la
vez a lo que se llama superposicién. Si nosotros consideramos a la direccién del espin (up y down)
como los dos estados posibles del electréon, entonces el electrén estard en una superposicién de esos
estados. Un bit cudntico, llamado qubit seria la superposicién de estos dos estados. Un qubit no sélo
tendria la capacidad de representar un 1 o un 0, sino ambos al mismo tiempo. Una computadora
que contenga 100 qubits podria representar hasta 2!%° estados a la vez, una computadora cudntica
podria representar los 2'°° estados al mismo tiempo. Luego, tras un tick del reloj del sistema de la
computadora cudntica, se realizarfa un célculo en los 2'%0 estados maquinales.

Un nuevo modelo matemdtico de computacién es la Léogica Conservativa que estudia los principios
fundamentales de la fisica, tales como la reversibilidad de las leyes dindamicas y la conservacién de
ciertas cantidades aditivas. La Légica Conservativa provee indicaciones concernientes a la realizacion
de sistemas de computo de alta ejecucion, esto es, sistemas que hacen muy eficiente el uso de ‘recursos
de computo’ ofrecidos actualmente por naturaleza.

Uno de los elementos de computo en que se basa la logica conservativa es la Compuerta Cuantica
de Fredkine, con esta compuerta es posible obtener funciones boleanas fundamentales como OR,
NOT y FAN — OUT, que se presentardn més adelante. El propdsito de esta Tesis es el manejo y
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desarrollo matemético de la Compuerta Cuantica de Fredkine para asi obtener la simulacién de un
Demultiplexor Cuantico.

Dentro del Capitulo 1 se estudiard brevemente la funcionalidad de la computacién clasica para
comprender el formalismo y lo potente que es la computacién cudntica, se definira su elemento
principal (bit) y las limitaciones de la computacién clésica.

En el Capitulo 2 se analizard el comienzo de la fisica cudntica, su interpretacién matematica
mediante los espines de particulas, el concepto de superposicién, los vectores estado asi como su
aplicacion en la computacién cudntica.

En el Capitulo 3 se analizard el formalismo de la computacién cudntica como son el qubit,
registros cuanticos, asi como diferentes compuertas unitarias.

En el Capitulo 4 se llevara a cabo el objetivo de la tesis de aplicara la computaciéon cudntica de
Fredkine para el desarrollo de un demultiplexor cudntico. Se dara la definicién de un demultiplexor
clasico y la diferencia entre un demultiplexor clasico y un demultiplexor cuantico, se utilizara la 16gi-
ca conservativa para poder dar uso a un demultiplexor cuantico mediante la compuerta cudntica de
Fredkine, se dara una explicacién del funcionamiento e implementacion del demultiplexor cudntico;
para finalizar este capitulo se dardan algunos algoritmos, como son un Algoritmo para construir una
Transformacién unitaria (mediante el método de Shor), un Algoritmo para construir los productos
Tensoriales y otro Algoritmo del Funcionamiento del Demultiplexor Cudntico, en este ultimo algo-
ritmo se da la Aplicacién de la Compuerta Cuantica de Fredkine para obtener un Demultiplexor
Cudntico.

Se anexan en los Apéndices el c6digo fuente de dichos algoritmos y en el Apéndice A3 se visu-
alizara el orden que tienen las entradas a cada matriz de 64 x 64, las cuales hacen uso de la compuerta
de Fredkine.



Capitulo 1

Computacion clasica

El objetivo de este capitulo es mostrar los principios tedricos de la computacién clésica, se
determinan las condiciones que se deben dar para que un problema sea computable. También se
da una clasificaciéon de las clases de complejidad y por tdltimo analizaremos las limitaciones de la
computacion clasica y el bloque fundamental de la computacion clasica, el "bit’.

1.1. Historia de la computacion clasica

A través de la historia el ser humano ha usado diversos materiales y utilizado multiples mecanis-
mos en el diseno, construccién y operacion de maquinas que agilicen y automaticen la realizacion de
célculos y el procesamiento de informacién. La computadora para llegar a ser tal como la conocemos
actualmente, ha pasado por un proceso de evolucién iniciado hace aproximadamente 2500 anos, al-
gunos consideran que las computadoras no tiene mas que unos cientos de afios de evolucién, y otros
sostienen que es un fenémeno iniciado recientemente en el siglo pasado. Algunos hechos que han
marcado hitos importantes en este proceso son descritos a continuacién. Antiguamente, los primeros
modelos fueron manuales, estos se remontan aproximadamente hasta 500 A.C., cuando los egipcios
inventaron un artefacto que consistia en una serie de esferas atravesadas por varillas; este artefacto
fue cambiado y perfeccionado por los chinos; y posteriormente en el siglo XIIT D.C. es cuando toma
la forma clasica que conocemos; el ABACO estd compuesto por 10 lineas con 7 esferas cada una,
una linea corta todas las lineas en dos partes una mas grande que la otra, ubicdndose 2 esferas
en la parte superior y cinco en la parte inferior. Mucho tiempo después, se desarrollaron modelos
mecanicos y eléctricos, es asi que, Blaise Pascal, en 1649, fabricé la PASCALINA, una maquina
que hacia operaciones de 8 digitos. En 1820, Charles Babbage con la ayuda de la Condesa Ada
Byron, construyé dos equipos totalmente mecénicos, usaban ejes, engranajes y poleas para realizar
calculos; Byron fue la primera persona que programé una computadora, tiempo después un lenguaje
de programacién fue nombrado como Ada en su honor. Herman Hollerith desarrollé unas maquinas
que clasificaban, ordenaban y enumeraban tarjetas perforadas. Estas se usaron en el censo realizado
en 1890 por el gobierno de los Estados Unidos de Norte América. Konraz Suze, ingeniero aleman,
en 1942 construy6 la primera computadora digital (electromecdnica binaria) programable. Entre
1937 y 1942 Atanasoff y Berry, construyeron un prototipo compuesto de tubos al vacio, capacitores
y un tambor de rotatorio para el manejo de los elementos de la memoria, fue usada para resolver
ecuaciones matematicas complejas. FEn 1941 Turing construyé la COLLOSUS, una computadora que
usaba miles de valvulas, 2400 bombas de vidrio al vacio, y un escédner con capacidad de leer 5000
caracteres por cinta de papel. En 1944 IBM (Interna Business Machines) construye la MARK I en
cooperacién con la Universidad de Harvard, media 15 metros de largo, 2.40 metros de altura y pesa-
ba cinco toneladas. La ENTAC contaba con 17468 tubos de vidrio al vacio similares a los tubos de
radio, fue construida en 1946 en la Universidad de Pensylvania. Finalmente se inicié la era digital,
con modelos electrénicos basados inicialmente en tubos de vacio y luego en transistores. La EDVAC
fue la primera computadora electrénica digital, su memoria consistia en lineas de mercurio dentro

7



8 CAPITULO 1. COMPUTACION CLASICA

de un tubo de vidrio al vacio, donde se podia almacenar ceros y unos. El transistor, es el invento
que més ha influenciado en la evolucién de las computadoras, este fue concebido en 1948, por tres
cientificos en los laboratorios de Bell, este contiene un material semiconductor que funciona como
un interruptor. En 1958 Kilby y Noycea, de la Texas Instrument, inventaron los circuitos integrados,
haciendo que las computadoras fuesen cada vez mas pequenas. En Intel, en 1971, Hoff desarrollo un
microprocesador de 4 bits que contenia 23000 transistores que procesaban 108 kHz o 0.06 MIPS,
tenia 46 instrucciones y 4 kilobytes de espacio de almacenamiento. En 1974 Intel presenté una CPU
compuesto por el microchip 8080, este contenia 4500 transistores y podia almacenar 64 kilobytes
de memoria RAM, tenia un bus de datos de 8 bits. Wozniak y Jobs, en 1976, empiezan con Apple,
revolucionando el mundo de las computadoras al introducir la interfaz grafica y el ratén. El micro-
procesador Intel 8086, se lanz6 en 1978, e inici6 una nueva era en la produccién de computadoras
personales. A comienzos de la década de los 80 IBM empezé a desarrollar las computadoras person-
ales con PC-DOS como sistema operativo, empezando asi una nueva era, donde las computadoras
estaban al alcance de todos.

1.2. Maquinas de Turing

La teoria de la Computaciéon ha sido considerada por mucho tiempo como un campo tedrico
independientemente de la fisica. Sin embargo, los pioneros de la Computacién tales como Turing,
Church y mas tarde Godel fueron capaces de capturar correctamente el cuadro fisico de los procesos
computacionales; pero ya que sus trabajos no estaban referidos explicitamente a la fisica, se a asumido
falsamente por mucho tiempo que los fundamentos de la teoria cldsica de la Computacion son en
si mismas ”puras abstracciones”.

Turing propuso modelos matemaéticos para el computo que permitia el estudio de algoritmos, in-
dependientemente del hardware de cualquier computadora particular. Esta abstraccion ha resultado
fundamental en el campo de ciencias de la computacion. El modelo que disené Turing se le conoce
como la maquina de Turing.

El diseno de la maquina de Turing es el siguiente:

La mdquina consiste de una cinta infinita dividida en celdas, cada celda puede contener un simbolo
de una palabra, esta palabra puede ser una sucesion de los nimeros 1 o 0, incluso cada celda puede
contener un espacio en blanco. Hay también una cabeza que puede moverse a través de la cinta, leer
una celda, escribir a una celda, cambiar su estado interno, o terminar el cdlculo. El estado interno
de la cabeza es un programa que decide cudl accion debe tomar la cabezaf2].

Interpretado en forma matematica una maquina de Turing corresponde a un arreglo de
(Sa Av Qa q0, 5) donde

= S es el Alfabeto,

s A es el Alfabeto externo,

= @ es el conjunto de Estados del dispositivo de control,
= qg es el Estado inicial,

= § es la Funcién de transicion.
Los conjuntos S, A y @ son conjuntos finitos y A C S, gog es un elemento de ) y es una funcién de
QxSaQ@xSx{-1,0,1}, que representado matematicamente es § : Q@ x S — Q x S x {—1,0, 1}

ICuando existe -1,0,1 quiere decir lo siguiente: la cabecera de la mquina de Turing puede quedarse inmévil (0) o
avanzar hacia delante (1)
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Ahora vedmoslo en una forma gréfica. Sea (o,p,q) un estado de la méquina de Turing, aqui o es
una palabra del alfabeto S (que puede ser un nimero 1 o 0), p es un entero no negativo y ¢ pertenece
a Q. La palabra o estd escrita sobre la cinta, la cinta estd dividida en celdas y en cada celda hay un
simbolo de esa palabra. La cinta tiene una cabeza que se coloca sobre la celda numerada con p

posicion de la cabeza v
casilla H So H S1 H ...... H Sp H Sp+1 H H H
numero de cuadro 0 1 p p+l

La méquina de Turing también tiene un dispositivo de control, cuyo estado es dado por el
elemento g del conjunto Q.

En un movimiento del trabajo, el dispositivo de control realiza la siguiente acciéon con un estado
(0, p, q):

1) Lee el simbolo que se encuentra bajo la cabeza (que es determinar s,,)

2) Calcula el valor de la funcién de transicién d (q,s,) = (q’ , s,Ap) 2

3) Escribe en la cinta, en la celda p el simbolo s, se mueve un Ap y pasa al estado q’, en otras
palabras el nuevo estado de la maquina es dado por la triada ((sg, $1,, ... , Sp—1, Sp), P+ Ap, Q")

4) Si p+ Ap < 0 entonces la maquina se detiene.

De las acciones que realiza la maquina de Turing tenemos una sucesién de estados de la forma (
ap, Pos qo), (a1, p1, 1), (@2, P2, ¢2), v asi sucesivamente hasta llegar al final de la palabra.

Tan simple como parezca este modelo, abarca toda la funcionalidad de las mas modernas super-
computadoras actuales. Dado el tiempo y memoria no hay un solo célculo que pueda ser ejecutado en
una supercomputadora moderna que no pueda ser ejecutada en una maquina de Turing. El inmenso
valor de la méquina de Turing es que cuando examinamos qué tipo de problemas se pueden resolver
por una computadora, sélo necesitaremos examinarlo en una maquina de Turing. Si una méquina
de Turing puede ejecutar el calculo, entonces es computable. Si una maquina de Turing no puede,
entonces la funcién no puede ser calculada por ninguna computadora clasica[9].

2El simbolo A representa un desplazamiento hacia el siguiente cuadro, ya sea hacia atras o hacia adelante
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1.3. La Tesis de Church

Aunque la légica no prohibe el cémputo fisico de funciones arbitrarias, parece que la fisica lo
hace. Como se sabe, cuando se disenan computadoras rapidamente se alcanza un punto donde al
adicionar mas hardware no se altera al conjunto de funciones calculables ( bajo la idealizacién de
que la capacidad de memoria es limitada). Church (1936) y Turing (1936) supusieron que estas
limitaciones del computo no son dependientes del diseno de las computadoras, ni por el ingenio
en la construccién de modelos de computadoras, estas limitaciones tienen caracter universal. Es la
asf llamada ( hipdtesis de Church Turing ); de acuerdo a esto; la Tesis de Church establece:

Cualquier funcion que se considere naturalmente computable puede ser calculada por la maquina
universal de Turing.

Nosotros no estamos acostumbrados a pensar en computacién con términos fisicos. Vemos a
la computaciéon como compuesto de operaciones tedricas, matematicas; pero, si lo vemos bajo un
escrutinio cercano, efectuar un computo es esencialmente un proceso fisico. Esto puede tomar varias
formas radicalmente diversas dependiendo del dispositivo computacional: potenciales del voltaje
en las compuertas de un transistor en un microchip del silicio, granos en las barras de un abaco,
impulsos de nervio en el synapse de una neurona, etc. El cédmputo mismo consiste en un conjunto de
instrucciones (referidas a un algoritmo) realizadas por medio de un proceso fisico. La tesis de Church,
se refiere fundamentalmente a una relaciéon profunda entre la fisica y el calculo. Si una computadora
(dispositivo fisico) puede calcular una funcién, entonces puede ser calculada por una méquina de
Turing. Cualquier modelo de computo futuro tendra que subordinarse a los principios de la méquina
de Turing. Deutch en su trabajo [2] reformula la tesis de Church de la siguiente manera:

Cualquier sistema fisico finitamente realizable puede ser perfectamente simulado por un modelo
universal de computo operando por medios finitos

Esto lleva a Deutch a contruir la médquina de Turing Cuéntica. Una computadora cuantica, por
lo tanto, también trabaja con los principios de la maquina de Turing clasica, la diferencia entre
ellas es en la lectura de los resultados del cémputo. Mientras que en una maquina clasica los datos
de salida son independientes de la forma fisica de leerlos, en la computadora cudntica los datos de
salida tienen una fuerte dependencias de los medios fisicos para observar el resultado. En su trabajo
Deutsch considera el caso cuando las computadoras se comportan como sistemas cudnticos y pueden
tener estados altamente no clasicos. Estas computadoras cudnticas podrian, por ejemplo, existir en
una superposicién de estados. Cada estado podria seguir coherente un camino de computo distintos y
asi producir una salida final. Este ”paralelismo cuantico”, alcanzado en una simple pieza de hardware
supera en gran medida a cualquier paralelismo que se pueda pensar en las computadoras clasicas,
de aqui que se puede prever que las computadoras cudnticas tienen una potencia sin precedente.
La computadora cudntica es més potente, en el sentido de que existen problemas tratables en una
computadora cuantica pero no en una computadora con arquitectura clasica.

Llevo de hecho otra década para que quedaran claras las potencialidades de las computadoras
cuanticas y se exhibieran problemas especificos que se consideran intratables en la Computacién
clésica, pero que pueden resolverse eficientemente en una computadora cuantica. El més claro ejemplo
es el problema de factorizacion. P. Shor (1995) mostré en su trabajo [2] que usando un algoritmo
cuédntico (o sea un algoritmo que corre en una computadora cudntica) es posible factorizar un numero
entero grande. Este problema fue considerado un problema intratable en cualquier computadora
clasica y Shor mostré que la clase de problemas accesibles a las computadoras cudnticas incluye
problemas que no pueden ser eficientemente resueltos por computadoras clasicas.

Esto significa que hay problemas que son intratables para la computadora clasica puesto que
se resuelven en un numero de pasos exponencial y para la computadora cudntica seria ese mismo
problema como tratable puesto que lo resolveria en un niimero de pasos polinomial.
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Dicha declaracién, hace que la Tesis de Church escape de lo real. Si una computadora cuantica
puede hacer cosas que una maquina de clasica no puede, Cémo sabremos si no hay alguna computa-
dora (sistema fisico)que sea més potente que una maquina cldsica?

La palabra clave para resolver ésta pregunta la obtenemos en la Tesis de Church cuando usa
la palabra "fisica” (por ejemplo, la computacién cldsica utiliza la fisica clasica y la computacién
cudntica utiliza la fisica cudntica). Al tener gran esmero Turing y otros para intentar hacer sus
modelos de abstracciones de computo matematico, no albergaron ninguna suposicién oculta sobre
la propia maquinaria de cémputo. De hecho, por muchos anos se juzgd que estos modelos no habian
sido basados en alguna suposicién, tal como la naturaleza fisica de la computadora, pero esto no fue
asi. La computadora cuantica es mas potente ya que puede resolver problemas que son intratables en
cualquier computadora clésica que trabaja bajo el modelo de la maquina clasica de Turing. Cuando
la tesis de Church fue escrita todavia no se habia pensado en crear una computadora cudntica,
cuyo objetivo es realizar operaciones que habian sido fisicamente imposibles ejecutar, por ello, la
tesis de Church es todavia vélida para cualquier méquina de cémputo que funciona de una manera
completamente clasica.

1.4. La Complejidad de Clases

Desde que se establecié que todas las computadoras clasicas pueden ser simuladas por una
maquina de Turing, quedé una pregunta razonable qué problemas puede resolver una maquina de
Turing?

Es interesante determinar si un problema es completamente computable, pero esto no es lo sufi-
cientemente aceptable para determinar si un problema puede ser resuelto en forma realista por una
computadora fisica, en una cantidad razonable de tiempo. Si un cédlculo tomara billones de anos
en obtener su resultado, podemos decir que es intratable desde la perspectiva del pragmatista. Un
algoritmo se caracteriza por el niimero de operaciones y cantidad de memoria que se requiere para
calcular una respuesta, en dependencia de una entrada de tamano 'n’. Estas caracteristicas del algo-
ritmo determinan lo que se llama la complejidad de los algoritmos. Especificamente la complejidad
de un algoritmo se determina al observar, dada una entrada 'n’, el nimero de operaciones y memoria
usados para completar el programa. El tamano de la entrada es definido convenientemente para que
sea el numero de bits necesitados para representar el nimero.

Tiempo Polinomial: En algunos casos el tiempo de corrida del algoritmo dado esté en el peor
caso, de acuerdo al tamano de la entrada. Por ejemplo si un algoritmo con un tamano de entrada
de n = 10 bits que tome 10*+7*102+1001 ( que es n*+7*n?+1001) operaciones, para calcular su
resultado entonces se considera un algoritmo de tiempo polinomial. Los problemas que se pueden
resolver en tiempo polinomial, es decir, el tiempo necesitado para resolver un algoritmo no requiere
miles o millones de anos para obtener su resultado, son generalmente considerados ”tratables”.
Los problemas que requieren mas del tiempo polinomial son usualmente considerados ”intratables”,
por ejemplo, un algoritmo que podria tomar 2" operaciones para una entrada de tamano 'n’ seria
considerado intratable, porque el nimero de operaciones crece exponencialmente con el tamano de
entrada 'n’, de forma no polinomial[9].

Una vez ya dadas estas distinciones para determinar si un algoritmo puede ser resuelto por una
computadora clésica, existen dos cuestiones que se deben contestar. Primero, puede una méquina
de Turing resolver el problema? Si asi es, entonces el problema es llamado computable. Segundo, se
debe considerar la complejidad del algoritmo a ser usado. En general, si un algoritmo requiere un
tiempo polinomial o menos, entonces para el computo es considerado como tratable y si no, entonces
es considerado como intratable.
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1.5. Limitaciones de las Computadoras Clasicas

Church y Turing comprendieron que para hacer un cambio fisico se tendria que entender el
formalismo en que trabaja la fisica cldsica y asi disenar los cambios. La llegada de la fisica cudntica
ha mostrado que el comportamiento de sistemas fisicos, en una escala suficientemente pequena,
no se rige por las leyes de la fisica clasica. La escala donde estas asunciones cldsicas ya no son
validas es la misma escala a la que nos estamos aproximando rapidamente con la miniaturizacion de
los componentes en nuestras computadoras. A la velocidad actual, el almacenamiento de memoria
alcanzard, alrededor del ano 2020, el tamano de aproximadamente un dtomo por bit. A este nivel no
se espera que el bit se comporte de una manera clasica, el nivel atémico pareceria ser absolutamente
pequeno comparado con el tamano de un componente de la computadora clasica. Estos limites no
garantizan la terminacién eventual en el desarrollo del hardware por otros medios. Los mismos efectos
cuanticos que se prevén con la miniaturizacién continua de nuestras computadoras clasicas, pueden
permitir el desarrollo de una computadora cuantica.

1.6. El bit clasico

Para entender las razones por las que una computadora cudntica difiere de una computadora
clasica, primero debemos entender los rudimentos de la computadora clasica. El elemento de con-
struccién fundamental para la computadora cldsica es el ”bit”. Un bit es capaz de almacenar una
informacién, puede tener un valor de 0 6 1. Cualquier cantidad de informacién puede ser codificada
en una lista de bits.

En una computadora clasica un bit es tipicamente almacenado en un chip de silicén, o una fuente
de unidad de disco duro de metal, o una cinta magnética. Aproximadamente 10'° d&tomos son usados
actualmente para representar un bit de informacion. El méds pequeno almacenamiento concebible
para un bit comprende una sola particula elemental de alguna clase. Por ejemplo, para cualquier
particula con un espin de 1/2, puede ser caracterizado por su valor de espin, y cuando se mide difiere
entre +1/2 0 -1/2.

Asi, podemos codificar a 1 como +1/2 y 0 como -1/2, y si asumimos que podemos medir y
manipular el espin de dicha particula, entonces teéricamente se podria usar esta particula para
almacenar un bit de informacién. Si tratamos de usar el espin de particula 1/2 como un bit cldsico,
uno que estd siempre en el estado 0 6 1 (para bit cldsico s6lo un estado a la vez), entonces fracasaria,
porque estariamos intentando aplicar la fisica clasica en una escala donde simplemente no se puede
aplicar (se necesita que el espin sea capaz de representar ambos, 1 o 0, al mismo tiempo). Este espin
de particula 1/2 actuard, en cambio, en una manera cudntica[8].

El espin de particula 1/2, cuyo comportamiento es de una manera cudntica, puede ser el bloque
fundamental de construcciéon de una computadora cuantica. Podriamos llamarlo como un qubit, para
denotar que es analogo en algunas formas a un bit en una computadora clasica. Justamente como en
un registro de memoria en una computadora clésica es un arreglo de bits, por ejemplo,(by, ba, ..., by, ),
un registro de memoria cudntica esta compuesta de varios espines de particulas de 1/2, o qubits, por
ejemplo, |q1,¢2, ..., qn). No es necesario el espin de particula 1/2, igualmente, bien podriamos usar
un atomo de Hidrégeno y designar su electrdén, asi al medir el estado bajo seria el estado 0, y cuando
esté en el primer estado excitado entonces seria el estado 1. Hay una multitud de representaciones
posibles para el qubit. Para mas simplicidad sélo se discutird el espin de particula 1/2 de aqui en
adelante, pero pueden hacerse mas argumentos analogos.
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Fisica Cuantica

Las computadoras cuanticas tienen sus raices en la teoria cuantica, que trata con particulas
atémicas, como electrones, protones y neutrones. Para considerar la capacidad de una computado-
ra, que hace uso de los resultados de la fisica cudntica, nos sera til conocer el formalismo de la
fisica cudntica. La fisica cudntica, también conocida como mecédnica cuantica, surgié como resultado
del fallo que tuvo la fisica clasica para controlar el comportamiento de fotones y otras particulas
elementales. A continuacién se mostrard mas detalladamente este asunto.

2.1. Teoria Cuantica

Max Planck realizé6 una suposicion radical al postular que un oscilador molecular sélo puede
emitir ondas electromagnéticas en paquetes discretos, que llamé cuantos o fotones. Cada fotén tiene
una longitud de onda, una frecuencia caracteristica y una energia F que viene dada por F = nhv,
donde n es un entero, v es la frecuencia de la onda luminosa y h es la denominada constante de
Planck. La longitud de onda A estd relacionada con la frecuencia segin la ecuaciéon A\v = ¢, donde
¢ es la velocidad de la luz. Si la frecuencia se expresa en hercios, o ciclos por segundo, y la energia
en julios, la constante de Plank es 6,626 x 10734Js [10], que es extremadamente pequeiia. Con su
teorfa, Planck introdujo una dualidad onda-corpisculo (onda-particula) en la naturaleza de la luz.

Cuando una radiacién electromagnética de una frecuencia determinada incide sobre un metal,
de su superficie se desprenden cargas eléctricas negativas. Esto llevo a Einstein en 1905 a suponer
que la luz sélo puede absorberse en cuantos, 6 fotones, y que el fotén desaparece por completo en
el proceso de absorcién y cede toda su energia E a un solo electrén del metal (efecto fotoeléctrico),
con esto Einstein ampli6 la teoria cudntica de Planck a la absorcién de radiacion electromagnética,
lo que concedié una importancia atin mayor a la dualidad onda-corpusculo de la luz.

Una ruptura radical con la fisica clasica corri6 a cargo del fisico danés Niels Born. Segin Born,
en los atomos existian ciertas érbitas en las que los electrones giran sin emitir radiacién electro-
magnética. Estas drbitas permitidas, los llamados estados estacionarios, estan determinadas por la
condiciéon de que el momento angular J de la drbita del electrén tiene que ser un multiplo entero
positivo de la constante de Planck dividida entre 27 , es decir, J = nh/27 , donde el ntimero cuédntico
n puede tomar cualquier valor entero positivo.

Born propuso la hipétesis de que un electrén ‘elevado’ por una perturbacién suficiente desde la
6rbita de menor radio y menor energia (el estado fundamental) hasta otra érbita vuelve a ‘caer’ al
estado fundamental al poco tiempo. Esta caida estd acompanada de la emisién de un tnico fotén
con energia FF = hv , que corresponde a la diferencia de energia entre las érbitas superior e inferior.
Cada transicién entre orbitas emite un fotén caracteristico cuya longitud de onda y frecuencia estan
exactamente definidas.

13
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Entre 1924 y 1930, se desarrollé un nuevo enfoque tedrico de la dindmica para explicar el compor-
tamiento subatémico. El nuevo planteamiento, llamado mecénica cudntica comenzé cuando el fisico
francés Louis de Broglie sugirié en 1924 que no sélo la radiacion electromagnética, sino también la
materia podia presentar una dualidad onda-corptusculo. La longitud de onda de las llamadas ondas
de materia asociadas con una particula viene dada por la ecuacién A = h/mwv, donde m es la masa
de la particula y v su velocidad. Posteriormente, los alemanes Werner Heisenberg, Max Born, Ernest
Pascual Jordan, y el austriaco Erwin Schrédinger dieron a la idea planteada por de Broglie una
forma matematica que podia aplicarse a numerosos fendémenos fisicos y a problemas que no podian
tratarse con la fisica cldsica. Ademas de confirmar el postulado de Born sobre la cuantizacién de los
niveles de energia de los dtomos, la fisica cuantica hace que en la actualidad podamos comprender
los atomos mas complejos.

Desde entonces se han incorporado nuevos conceptos importantes al panorama de la fisica cudnti-
ca, mas alla de la idea de Broglie sobre la dualidad onda-corpuisculo de la materia. Uno de estos
conceptos es que los electrones deben tener una cierta propiedad magnética, debido a su movimiento
rotatorio permanente y por tanto un momento angular intrinseco o espin. Después se comprobé que
el espin es una propiedad fundamental de casi todas las particulas elementales.

2.2. Espin de particula

Cudndo el comportamiento del espin de particula 1/2, o qubit, difiere del bit cldsico?. Un bit
clasico puede almacenar un 1 o un 0, y cuando medimos el valor observado siempre serd el valor
almacenado. La fisica cudntica establece que cuando medimos el espin de particula 1/2, determinare-
mos que estd en el estado +1/2 o en el estado -1/2. De esta manera el qubit no difiere del bit cldsico,
porque se puede medir para que este en +1/2 (estado 1), 6 -1/2 (estado 0.) Las diferencias entre el
qubit y el bit vienen del tipo de clase de informacién que un qubit puede almacenar.

Segun la fisica cudntica, se puede describir el estado de espin de particula 1/2 por un vector
estado en un espacio de Hilbert, en la Seccién 2.4 se analizara este tema pero antes se describira el
Espacio de Hilbert.

2.3. Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un tipo de espacio especial, tiene la propiedad de que es un espacio
vectorial complejo y lineal[8]. Si un espacio vectorial completo tiene dimensién finita ‘n’ entonces se

denota H™. El espacio de un sistema cuéntico se representa por un vector en un espacio vectorial
H™

El término matematico de espacio se refiere a algo que depende de muchas coordenadas inde-
pendientes que se pueden definir por un conjunto de ejes perpendiculares, uno por cada variable
independiente. Por ejemplo, probablemente nos es familiar el sistema de coordenadas ”x, y, z”donde
los ejes x, y, y z son lineas mutuamente perpendiculares de niimeros reales, los cuales coinciden en
el puntox =0,y =0,z =0.

El hecho de que el espacio de Hilbert es un espacio de vectores complejos significa que la longitud
de los vectores dentro del espacio se describen con numeros complejos. Los niimeros complejos son
nimeros que toman la forma a + i * b, donde a y b son ntimeros reales, e i es la raiz cuadrada de -1.

El hecho de que es un espacio de vectores lineales significa que puede sumar y multiplicar vectores
que estén en el espacio de Hilbert y el vector resultante todavia quedard dentro del espacio de
Hilbert. Todo lo que necesitamos para representar estados y transformaciones cudnticas son vectores
y operadores en un espacio vectorial complejo.
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2.4. Vector estado

En el espacio de Hilbert para el vector estado, que describe el estado del espin de particula 1/2,
estos ejes perpendiculares corresponderdn a cada estado posible que el sistema pueda medir. Asf el
espacio de Hilbert para un solo qubit tendra dos ejes perpendiculares, uno corresponde al espin de
particula 1/2 que estd en el estado +1/2, y otra al espin de particula 1/2 que estd en el estado
-1/2. Estos estados, cuyo vector se puede medir, son llamados ‘estados propios’. El vector que existe
en alguna parte de este espacio, que representa el estado de espin de particula 1/2, se le llama
?vector estado.” La proyeccién, del vector estado dentro de uno de los ejes, muestra la contribucién
de esos ejes de estados propios para el estado entero. Esto significa que en general, el estado del
espin de particula 1/2 puede ser cualquier combinacién de los estados base. De esta manera un
qubit es totalmente diferente a un bit, porque un bit sélo puede tener el estado 0 é 1, pero el qubit
puede existir, en un principio, en cualquier combinacién de los estados 0 (+1/2) y 1(-1/2), y sélo se
restringe para que esté en el estado 0 6 1 cuando nosotros medimos el estado.

2.5. Notacion Dirac

Ahora se introduce una notacion estandar para vectores estado en la fisica cuantica. El vector
estado se escribe de la manera siguiente |¢) y se le llama un ”vector ket”. Donde ) es un vector en
algin espacio vectorial, lo que significa que es una lista de nimeros que contienen informacién sobre
la proyeccién del vector estado en su estado base. El término ket y su notacién vienen del fisico
Paulo Dirac que deseaba una forma de abreviatura concisa, una escritura de férmulas, que ocurren
en la fisica cudntica. Estas férmulas frecuentemente toman la forma del producto de un vector linea
con un vector columna. Asi, él se refiere al vector linea como vector bra representado como (y|. El
producto de un vector "bra y un ket”se escribe (y||z) , y se le conoce como ”bracket”. La notacién
bracket se utiliza para representar los estados cudnticos. [8]

2.6. Estados Propios y Superposicion

Anteriormente, se mencioné que la proyeccién del vector estado, en uno de los ejes perpendic-
ulares, en el espacio de Hilbert, muestra la contribucién de los ejes de los estados propios en el
estado entero, esto significa que los estados en un espacio de Hilbert se le llaman estados propios.
Deberfamos pensar (con buena razén y por consiguiente en la fisica cldsica) que el espin de particu-
la 1/2 podria existir por completo solamente en uno de los posibles estados +1/2 y -1/2, y por
consiguiente su vector estado podria solo estar completamente ubicado sobre uno de los ejes de las
coordenadas. Si los ejes de particulas son conocidos como x y y, entonces la coordenada del vector
estado x que denota la contribucién del estado -1/2 (0), y la coordenada del vector estado y que
denota la contribucién del estado +1/2 (1), debe ser (1,0) o (0,1.)

Parece razonable, pero no lo es. De acuerdo a la fisica cudntica un sistema cudntico puede
existir en una mezcla de todos sus estados permitidos simultaneamente. Este es el Principio de
Superposicion, y es la clave del poder de la computacién cudntica.

2.7. Interpretacion de Probabilidad

Ahora que conocemos como representar el vector estado, como una superposicién de estados, y
conocemos que podemos medir el vector estado, para que esté en uno de los estados base, debemos
determinar qué pasa cuando medimos el vector estado. Sabemos por la fisica cudntica que dado el
vector estado a una condicién inicial, evolucionara con respecto al tiempo, de acuerdo con la ecuacién
de Schrodenger:

ihd | X (1))

o= HOIX (1)
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Donde i es la raiz cuadrada de -1, h es 1,0545 = 10734 Js, y H es el operador de Hamilton, que
es determinado por las caracteristicas fisicas del sistema que esta evoluciondndose

La notacién de esta expresion es:

% = H(t)i; *w;(t)

J

Parece que esta evolucion es continua, pero estas ecuaciones sélo se aplican al sistema mecénico
cuantico desarrollado en un ambiente aislado. La tnica forma para observar el estado del vector
estado estd en alguna forma causada por el sistema de mecanica cudntica para interactuar con
el ambiente. Cuando el vector estado es observado, hace un brinco discontinuo brusco a uno de
los estados propios, pero no es una violacién a la ecuacién de Schrédenger. Cuando el sistema
mecanico cuantico interactiia con el ambiente de salida y mide el vector estado, se dice que tiene
una decoherencia[8].

Ahora para entender porqué un vector estado fracasa, todavia necesitamos saber la forma en
que este fracaso pasa. Para ejecutar cualquier tipo de célculo 1til, primero necesitamos indagar en
qué estado base un sistema mecanico cuantico fracasa. La probabilidad de que el vector estado fracase
en el j-ésimo estado propio, estd dado por ||wj||2, el cual se define como a? + b? si w; = a; +1* by,
donde w; es la proyeccién compleja del vector estado en el estado propio j-ésimo. En general, la
posibilidad de elegir cualquier estado dado es:

: ij||2
Prob(j) =
) ZZ_—S |wk||2

Pero como se mencioné anteriormente insistiremos en tener el vector estado de longitud 1, y en
este caso la expresién de probabilidad se simplifica a Prob(j) = ||wl|

Por ejemplo, la medicién de un qubit en el estado «|0) + 5 |1) dard el valor clédsico 0 con prob-
abilidad ||a]|* o el valor cldsico 1 con probabilidad ||3]|. Si la respuesta 0 se observa, el estado se
colapsa (esto es se transforma) a |0); si la respuesta es 1, el estado se transforma a |1).

Cuando medimos un qubit, proyectamos el vector en uno de los vectores base elegidos aleatori-
amente dependiendo de sus amplitudes v y §. un qubit debe ser normalizado para que la suma de
o 2 2
sus probabilidades sea uno (||af|” + ||8]" = 1)

Asi, ahora sabemos cuando construir un sistema cuantico de n estados, que puede ser puesto en
una superposicion arbitraria de estados. También sabemos cuando medir la superposicion resultante
y obtener un estado base con una cierta probabilidad. Esto es todo lo que se necesita para entender
el registro de memoria cuantica para poder simular su comportamiento.
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Computacion Cuantica

La computacion cuéntica se encarga de la aplicacién de la fisica cudntica a los sistemas de
computo. Las ciencias de la computacion y los mecanismos cudnticos son dos de las teorias mas
famosas del siglo XX. Estas se unen para formar un nuevo campo: la teoria de computaciéon cudntica,
en la que nos preguntamos qué podria hacer una computadora si siguiera las leyes de los mecanismos
cuanticos. Lo que necesitamos para representar estados y transformaciones cuanticos son vectores y
operadores en un espacio vectorial complejo.

Asi como en la computacién clésica funciona mediante bits, registros y compuertas cldsicas
también en la computacién cuantica, basado en principios de la fisica cudntica, se basa en qubits,
registros cudnticos de qubits y compuertas unitarias (conocidas también como transformaciones
unitarias u operadores unitarios). El objetivo de este capitulo es dar una definicién matemadtica de
estos conceptos.

La computacién cuantica trabaja de la siguiente manera: prepara un registro cudntico en un
estado conocido y se le aplica una compuerta cudntica al registro, por ejemplo, se aplica un operador
unitario a algunos qubits en un orden preciso y se mide el estado final del registro (al final) para saber
su contenido. Es importante recordar que la computaciéon cuantica es probabilistica por naturaleza,
ya que aunque la evolucion de los estados es determinista, los pasos de medicién dan resultados
probabilistas[5].

3.1. El Qubit Cuantico

El bit cudntico es un vector normalizado en H? [5], varfa el espacio de acuerdo al qubit; en la
Seccién 2.4 se define un vector estado, dicho vector estado es conocido como qubit, se puede escribir
como una combinacién lineal

W) = alzo) + f 1)

Donde los numeros complejos v y [ son las amplitudes de los estados y |zg), |z1) es una base
ortonormal en H? .y 2o , 21 son los estados propios. Al decir que es normalizado significa que
2 2
™ + (18]I =1

En la Seccién 2.4 analizamos que el qubit puede ser medido para tener un espin de +1/2 o
-1/2, éste puede en general ser una superposicién de estados cuando no estamos midiéndolos, nos
referiremos a su estado de la siguiente manera:

Sea z7 el estado propio correspondiente al espin de estado +1/2, y sea z( el estado propio
correspondiente al espin de estado -1/2. Sea ¢ el estado total del vector estado, y sea a 'y [ los
ntimeros complejos que tienen la amplitud de los estados base del estado total, en general tenemos:

17
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) = aleo) + 8le = ()

A esto debemos recordar que las amplitudes de los estados base o y § son nimeros complejos y
que cuando el estado se mide, que tomara el valor del estado

0zo) + B21) = ( 2)

6 el estado

alzo) +0]z) = ( 8‘)

Esto es andlogo a un sistema, que es un vector con las amplitudes de estado reales en un plano
de dos dimensiones, en un espacio vectorial de Hilbert en H2. Sean los vectores unitarios x y y los
estados base para este plano bidimensional. En este caso sabemos que el estado de cualquier vector
V se puede describir de la siguiente manera:

V=xo*xz+yo*xy = (20, %)

No es necesario desde una perspectiva fisica, para el vector estado, que sea un vector unitario
pero es mas facil su uso para célculos futuros, asi asumiremos de aqui en adelante que el vector
estado tiene longitud de 1.

Con todo esto en mente, hemos definido completamente el bloque de construcciéon basica de la
computadora cuantica, el qubit. Este difiere del bit cldsico, fundamentalmente, en que el qubit puede
existir en cualquier superposiciéon del estado 0 y 1 cuando no ha sido medido. Podemos medir en
una base diferente (ortonormal), por ejemplo [0),]1) o |—1/2),|+1/2)

3.2. El Registro de Memoria Cuantica

. 7 . . . n
Un registro cudntico de n qubits es un vector normalizado en H?" . Se puede expresar como una

combinacién de los vectores base |0), ..., 2" — 1):
-1
W)= > aili)
=0

con restriccién 222:81 e =1

Hemos considerado dos estados del sistema cuédntico, especificamente el espin de particula 1/2.
No obstante, un sistema cudntico no se restringe para que solo tenga un sistema de dos estados.
Muchas de las discusiones anteriores, para un sistema cuantico de dos estados, son aplicables a un
sistema cudntico general de n estados.

Un sistema de n estados en el espacio de Hilbert tiene n ejes perpendiculares, o estados propios,
que representan los estados posibles en que el sistema puede ser medido. Como con el sistema de dos
estados, cuando medimos el sistema cudntico de n estados, encontraremos siempre que va a estar
en exactamente uno de los n estados, y no en una superposiciéon de n estados. El sistema permite
todavia que una superposicién de n estados exista, mientras no esta siendo medido.
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Matematicamente si dos estados del sistema cuantico, con los ejes de coordenadas zg, 1, se
pueden describir por

w
|X>:w0*1:0>+w1*|x1>5< 0 )
wy

Entonces un sistema cuantico de n estados, con coordenadas xg, z1,...,x,_1, se puede describir
por

n—1
1X) = wy * )
k=0

En general, un sistema cuantico con n estados base pueden representarse por n nimeros com-
plejos, de wy a wy,—1. Cuando asi es, entonces el estado se escribird

Wo

Wn—1

Donde se entiende que wy, se refiere a la amplitud compleja para el estado propio k-ésimo.

Usando esta informacién podemos construir un registro de memoria cuantica de salida, para
los qubits descritos en la seccién previa. Podemos almacenar cualquier nimero n en el registro de
memoria cuantica, tan grande como suficientes qubits tengamos, justamente como podemos alma-
cenar cualquier nimero n en un registro clasico tan grande como suficientes bits cldsicos tengamos
para representar ese numero. El estado del registro cuantico con n estados estd dado por la férmula
anterior. Notemos que en general un registro cudntico compuesto de n qubits requiere 2" ntimeros
complejos para describir completamente su estado. un registro de n qubits puede ser medido para
que esté en uno de los 2™ estados, y cada estado requiere un nimero complejo para representar la
proyeccién del estado total dentro de ese estado.

Por ejemplo sea el producto tensorial de los qubits [¢) v |¢)

[¥¢) = ay[00) + a6 [01) + B~ [10) + 54 |11)

y su espacio vectorial es H%, la base estandar de H* es |00),]01),]10), |11) y sus estados son 00,
01,10 y 11.

El registro cudntico |t)¢) compuesto de 2 qubits requiere 2% niimeros complejos a-y, ad, Syy3S
para asi poder describir completamente su estado. Al medir el registro dard uno de los 22 estados,
por ejemplo podria dar el estado 00 con nimero complejo ay para representar la proyeccién del
estado total dentro de ese estado.

En contraste, un registro clasico compuesto de n bits requiere sélo de n enteros para describir
completamente su estado.

Esto significa que uno puede almacenar una cantidad exponencial de informacién en un registro
cuantico. Aqui vemos algunas de las primeras sugerencias, como el que una computadora cudntica
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puede ser exponencialmente més potente que una computadora clasica en algunos aspectos. Recor-
dando la discusién de complejidad, los problemas que pueden ser resueltos en tiempo polinomial, son
generalmente tratables y los problemas que pueden ser resueltos en tiempo exponencial son pensados
como intratables. Si una computadora cuantica realmente es exponencialmente mas poderosa que
una computadora clésica, entonces algunos problemas actualmente intratables podran ser conver-
tidos a tratables!

3.3. Operacion de Qubits

Producto tensorial: Para hacer el computo ttil, necesitaremos més que un qubit. Para representar
un grupo de qubits, debemos combinar sus espacios vectoriales usando una herramienta matemaética
llamada producto tensorial. Si agrupamos unos qubits en H™ y otros qubits en H" entonces el
espacio resultante serda H™" = H™ @ H™. Las siguientes notaciones son todas equivalentes:

[u) @ [v) = Ju) [v) = fuv)

Para dar un ejemplo del producto tensorial de dos qubits, supongamos que tenemos dos vectores
[Y) = a|0) + 3|1}, ]¢) =~]0) + 6 |1) € H?. El estado del producto es:

[¥¢) = ay[00) + a6 [01) + B [10) + 56 |11)

Y su espacio vectorial es H*. La base estdndar de H* es |00) , [01) ,[10) ,|11). Las leyes de medicién
se pueden generalizar para muchos qubits. En este caso, midiendo |¢¢) resultard en dos cldsicos bits
dependiendo de sus probabilidades (por ejemplo, dard 00 con probabilidad ||a’y||2).

Representado matemadticamente el producto tensorial del qubit |00) es:
1 1
00 =iy =( g )e (o)

100) =

O~ O
OO O =

El producto tensorial de 3 qubit es:

|000>=0>®|0>®|0>=((1))®(é)®<(1)>

1 1
o 0

e 1 0 0

1 0 1 0 0 0
|000>(0)® of 1 <0>® 0|~ 1 = o
0 0 N 0

0 0

0 0

Producto interno o escalar: Es el producto conocido como ”braket” (o |®#) , que es el qubit ”bra-
(0] , vector de 1 fila y 2™ columnas, con el segundo qubit "ket-|1) , el cual representard el vector de
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2" filas y 1 columna, realizando las operaciones con los estados (0] = (10) y |0) = < (1) ) tenemos

que el producto interno de los qubits (0 |0) es:

|
—

oy=(1 0)

= O S =
N~ N~

I

(e}

O =
Il
(e

@o=(0 1)

(
O =(1 0)(
(

0
(1|)y=(o 1)<1>_1
Representacion de proyeccion de qubits (Producto ket-bra): Es el producto de la forma ket-bra de
2 qubits de 1 estado, la obtenemos al multiplicar el primer qubit de la forma "ket”= |¢), el cual
representard el vector de 2™ filas y 1 columna, con el segundo qubit que tendra la forma ”bra”= (0],

que es el vector de 1 fila y 2" columnas.

Por ejemplo el producto de los qubits |0) (0] es:

o=y )1 0)=(4 0

El producto de los qubits |1) (0] es:

mo=( )t o=(97)

El espacio de Hilbert H es un espacio vectorial lineal que estd sobre el conjunto escalar C [10].
Sean los qubits ), |¢), |v) € Hy «, 8 € C, tenemos que:

Combinacin Lineal: |¢) + |¢) € H
Multiplicacion Escalar: o |i) € H
Elemento cero: |¢) +0 = |¢)
Elemento inverso: |) + (— [¢¥)) =0

El producto interno tiene las siguientes condiciones:

(W lo+7) =W o)+ & |)
(¥ lag) = a(y [)
(¥ 1g) = (¢ ¥)
@) =0 ) =0

19l = V(@ |¢) =0
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3.4. Representacion de Qubits

Para poder hacer diferentes operaciones de estados, y asi hallar las compuertas, necesitamos
conocer la representacién de los qubits que emplearemos.

21 ESTADOS. Los qubits con un estado, conocidos como 1 qubit, son |0) 3 |1), su representacién
vectorial es:

22 ESTADOS. Los qubits con dos estados son |00),]01),[10) y |11), estos se obtienen mediante
el producto tensorial de los dos qubits, por ejemplo:

10) = [1) ©10)
su representacién vectorial es:

1 1 0 0

1 1
0 0 1 1
=t ey T o W=t ey T o
0 0 1 0
1 0 0 0

0 0
0 0 1 0
10) = 1 1 11 1) = 1 0 |10
0 0 1 1

23 ESTADOS. Los qubits con tres estados son [000) , |001) , [010) , [011),[100) ,]101) ,|110) y [111),
estos se obtienen mediante el producto tensorial de los tres qubits, por ejemplo:

010) = [0) @ [10) = |0) ® |0) ® [1)

la representacion vectorial es:

1 1 0 0

N X o 0

1000) = =1 1001) = SO
0| 0 0| 0

0 0 0 0

0 0 0 0

oy } o 0

010) = X - 011) = . -,
ol 0 o o 0

0 0 1 0
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1 0 0 0
o| 0 0| 0

1100) = ; =9 1101) = 8 -4
i 0 ay 0

0 0 0 0

0 0 0 0

of § 0 o| o 0

110) = X - 111) = . -4
i | i 0

0 0 1 1

3.5. Compuertas unitarias
Una compuerta unitaria también se le conoce como operador unitario o transformacion unitaria.

una transformacién unitaria es un operador lineal que actia en un espacio vectorial H".[4] Para que
sea unitaria debe satisfacer las siguientes propiedades [5]:

L wly) — |9) ). |6) € H"
2. (6 [4) = (uo [ur)) Paratodoly) ,|¢) € H"

3. Existe u! tal que uu"'=1
De la propiedad 1 tenemos que al aplicar una transformacién unitaria a un qubit [¢), que se

encuentra en el espacio de Hilbert H?2, tendremos como resultado otro qubit que también se encon-
trard dentro del espacio de Hilbert [4], ejemplo:

V) = alzo) + B x1)
u([Y)) = ulalzo) + Blr1)) = aulzo) + Bu|z1)

De la propiedad 2 se observa que el producto interno es igual al producto interno de sus transfor-
maciones, es decir, al aplicar una transformacién unitaria al producto interno, dicha transformacién
no perjudica el valor del producto.

Sea (¢| = (1] y [¢) = [0)

Su producto interno es:

1
10y =( 0 1)<0>:
Sea u la transformacién unitaria NOT, de aqui (u¢ |uyp) =

01)=(1 0)(‘1)):
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De la propiedad 3 tenemos que los operadores son llamados unitarios cuando uf = u='[4].
Desde que la evolucién temporal de un sistema cudntico se describe por un operador unitario y
ul(t) = u~1(t), muestra que el comportamiento temporal de un sistema cudntico es reversible.

. . . . .7 n n . .
Un operador unitario u de n qubit describe una transformacién u: C2° — C?" y por consiguiente
corresponde a una matriz de dimension 2™ x 2" en los nimeros complejos C.

Un operador unitario es una compuerta cudntica. una secuencia de operadores unitarios actuando
sobre un vector produce un resultado que puede ser interpretado como una operacién légica

3.5.1. Compuerta IDENTIDAD

La compuerta IDENTIDAD, representada por la letra I, trabaja para 1 o més qubits, en esta
parte se aplicara a 1 qubit. La propiedad de la compuerta identidad es que si se le aplica la compuerta
identidad a un qubit dard como resultado el mismo qubit. [1]

Para obtener esta compuerta utilizaremos algunas operaciones aplicadas a los qubits. En este
caso sera.

10) O] + 1) (1]
y matemédticamente expresado tenemos:

I_|O><0|+|1><1|—((1) 8)*(8 (1)>_<(1) (1)>

Si aplicamos esta compuerta a los qubits |0) y |1) entonces tendremos como resultado |0) y |1)
respectivamente. Lo que significa:

(3 (9)-(D)-n o= (3 9)(2)-(2)-

Esta compuerta nos serd tutil para obtener otras compuertas, como la compuerta XOR y la
compuerta TOFFOLI.

3.5.2. Compuerta NOT ( X )

La compuerta cudantica NOT la aplicaremos para 1 qubit, y la representaremos con X. Si apli-
camos esta compuerta al qubit |0) obtendremos como resultado |1), y viceversa. Para obtener esta
compuerta es mediante el siguiente grupo de qubits. [1]

10) (1] + [1) (0]

X:|O><1|+1><0|:(8 (1)>+<(1) 8>:<(1) (1J>

Si aplicamos un NOT al qubit |0) obtendremos como resultado [1), y si aplicamos un NOT al
qubit |1) obtendremos |0). A continuacién veremos la demostracién:
)=

a=(9 ) ()-(8)-0 xm=(93)(5)(

Esta compuerta nos serd 1til para obtener la compuerta XOR.

lo que significa:

0
1
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3.5.3. Compuerta P(7)=Z
La compuerta P(7) trabaja para 1 qubit [1]. La denotaremos con Z, el efecto de esta compuerta

€es:

Z10) = 10) Z[1) =—=11)

Para obtener la compuerta P(7) necesitamos aplicar

10} {0 + exp. (i) 1) (1]

En el que sustituiremos exp.(ir) por -1

Z:0><0|+earp-(i77)|1><1|:<(1) 8)+<—1)<8 (1)>:((1) _01>

Aplicando esta compuerta a los qubits |0) y |1) tendremos lo siguiente:

(3 ) (1)-(4)-m (3 ) (3)-(2)w

3.5.4. Compuerta XZ=Y
Esta compuerta también actuara para un solo qubit. El efecto que tiene esta compuerta para los

qubits |0) y |1) es la siguiente:

Y'|0) = 1) Y1) =—]0)

Para obtener esta compuerta cudntica [1] usaremos la combinacién de las compuertas NOT, que
lo representaremos con X, y P(7), que lo representaremos con Z; sus matrices son las siguientes:

X((1)(1)> Z((l)—ol)
Asi la compuerta Y es igual a XZ como se muestra a continuacién:

(1))
Aplicando esta compuerta a los qubits |0) y |1) obtendremos:

(33 ()-()m (2 ) ()

0
1

)=
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3.5.5. Compuerta HADAMARD

La compuerta Hadamard [1], representada por H, trabaja para un qubit. La construccién de la
compuerta Hadamard es la siguiente:

1
H=-z [(10) + 1)) (0] + (10) — [1)) (1]
1

H =
V2

[(10) O+ [1) CO]) + (|0} (1] — [1) (1])]

se sustituyen los valores:

G D))

Esta compuerta la aplicaremos a los qubits de una dimensién:

=102 (D[]l ()]

_ O

D=zl )

3.5.6. Compuerta XOR

Como se ha notado las compuertas anteriores son tutiles para un qubit, ahora veremos las com-
puertas para dos y tres qubits.
La construccin del OR EXCLUSIVO es:

XOR=|0)(0|® I+ 1) (1| ® NOT
XOR: Si el primer qubit es 0 entonces el segundo qubits pasa en forma paralela. Si el primer qubit

es 1 entonces aplica un NOT al dltimo qubit.

XOR|00) = |00)
XOR|01) = |01)
XOR|10) = [11)
XOR|11) = |10)
La compuerta XOR en su forma matricial es:

10 00

01 00

0 0 01

0 01 0
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Utilizando la siguiente regla

AR B|q1g2) =A@ Blq1) @ |q2) = Alq1) ® Blgz)

se realizara la siguiente operacién:

XOR|10) = (]0) (0| ® I +|1) (1] ® NOT) |10)
= (10) (0@ I +[1) (1] @ NOT) 1) ©[0)
= (10} (0 © 1) [1) @10) + (|1) (1] © NOT) [1) ® |0)
= (10) o) [1) © I'0) + (|1) (1]) [1) ® NOT'|0)

Dado que

(0[[1) =0, 0&T1]0) =0, (1[|1) =1y NOTI0) = [1)

tenemos

3.5.7. Compuerta CCNOT

Su forma matemaética es:

CCNOT = [0) (0| @ I & I+ [1) (1] @ NOT @ NOT

=) ®|1)

— |11

27

CCNOT: Si el primer qubit es 0 entonces los dos tltimos qubits pasan paralelos. Si el primer

qubit es 1 entonces se aplica un NOT al segundo qubit y también al tercer qubit.

Compuerta CCNOT representada en matrices:

SO OO O OO

CCNOT |000
CCNOT |001
CCNOT [010
CCNOT |011
CCNOT |100
CCNOT |101
CCNOT 110
CCNOT 111

[=eleleoNeoNBol S ™

OO DD OO OO

SO oo OO O

—_— 0 OO oo oo

O R OO OO oo

00
01
01
11
11
10
10

OO R OO O OO

1
0
1

1
0

S OO+ OO OoOo
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3.5.8. Compuerta TOFFOLI

Su construccién es la siguiente:
TOFFOLI =|0)(0|®I®I+|1)(1]|® XOR

TOFFOLI: Si el primer qubit es 0 entonces los dos tltimos qubits pasan paralelos. Si el primer qubit

es 1 entonces se aplica un XOR a los dos ultimos qubits.

T/000) = [000)
T|001) = |001)
T010) = |010)
T1011) = |011)
T [100) = |100)
T|101) = |101)
T|110) = |111)
T[111) = [110)
Compuerta TOFFOLI representada en matrices:
10 00 0000
0100 0O0O00O0
001 0O0O0TUO0TOU
0001 0O0O00O0
00001000
000 0O0T1TUO0ODO
000 0O0O0OTU O 1
000 O0O0O0OT1F@P0



Capitulo 4

Aplicacion de Fredkine en un
Demultiplexor Cuantico

En esta parte se describird mediante la Légica Conservativa como un demultiplexor cuantico se
puede obtener mediante la compuerta cuantica de Fredkine, gracias a que esta compuerta es reversible
y conservativa. También se obtendra la compuerta cudntica de Fredkine mediante el proceso de Shor
y por tltimo se desarrollaréd el demultiplexor cuantico y algunos algoritmos para su implementacién
del Lenguaje de Programacion C++.

4.1. Demultiplexor Clasico

Un demultiplexor cldsico es un circuito que recibe informacién por una sola linea y transmite
esta informacién en una de las 2n lineas posibles de salida [6]. La seleccién de una linea de salida
especifica se controla por los valores de los n bits de direccién, como a continuacién se muestra en
la figura:

Yo
Y1
X Demultiplexor o
ENTRADA 2xd o
Y3
AO Al
DIRECCION

Notemos que n=2 corresponde a los bits de direccién Ay y Ay, estos bits controlarén en que salida
Yo, Y1, Y5 vy Y3 se transmitird el valor de X; como vemos las salidas Yy, Y1, Ys v Y3 corresponden al
valor 2" = 22 = 4.

La diferencia entre un demultiplexor cldsico a un cudntico es que el ultimo se obtiene basado en
los principios de la fisica cudntica y para su implementacién hacemos uso de la compuerta cudntica
de Fredkine[3].

29
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4.2. Reversibilidad

Desde un nivel microscépicamente determinista las leyes dindmicas, como son las leyes aplicadas
a las fisicas cldsica y cudntica, son reversibles (Ver Fredkine y Toffoli [3]).

Un sistema reversible es aquel que puede ser deterministicamente dirigido hacia atras. Por ejem-
plo, si se aplica un sistema a los estados a y b nos da como resultado el estado c, el estado b se
almacenard, y puesto que es un solo dato ocupa una cantidad minima de memoria, la reversibilidad
se observa al aplicar el sistema al resultado ¢ con el dato almacenado b y nos dara el estado original
a:

a+b=c
a
a+b T
b SISTEMA RESUTTADO
ESTADOS

Note que a+b=c equivale a a — (—b) = ¢, por lo que:

ct+(=b)=a
c
—— c+(-b) a
3 SISTEMA  RESULTADO
ESTADOS

La reversibilidad permite regresar a los estados originales a y b utilizando el minimo almace-
namiento de memoria y como se observa en el esquema anterior distintos estados iniciales siempre
conducen a distintos estados finales.

Como podemos ver la reversibilidad de un sistema permite que sea invertible. Cada operador
unitario que, por definicién, le corresponde la condicién UTU = I, para cada transformacién U
existe una transformacién inversa UT. Como consecuencia el célculo cudntico es reversible[10].

Cada operacion reversible puede ser descrito por un operador unitario U el cual corresponde a
la condicién U~ = U'. Las composiciones de operadores unitarios también son unitarias desde que
UV~ =VIiUt[4).
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4.3. Conservacion

La conservacion es una propiedad fundamental de los sistemas fisicos. En todos los sistemas
reversibles existe un nimero de cantidades que se conservan, esto es, existen determinadas funciones
del estado de un sistema que permanecen constantes en el tiempo, en cualquier trayectoria u érbita.
En muchos sistemas fisicos, las leyes dinamicas poseen cierta simetria y en correspondencia con
estas simetrias uno puede identificar un nimero de cantidades conservadas cuyo comportamiento es
mejor debido a que son analiticos y lo que es mas importante aditivos, es decir, estas cantidades son
definidas por porciones individuales de un sistema y se adhieren contribuciones de partes diferentes,
de ahi que son linealmente independientes. Un ejemplo de ello es el comportamiento de un vector.

De las simetrias antedichas, unas se derivan de la uniformidad del tiempo-espacio, y se expresan
por la conservacién de principios tales como la conservacién de energia (homogeneidad de tiempo), el
momento (homogeneidad de espacio), y el momento angular (isotopia de espacio.) Otras simetrias que
no tienen un correlativo cldsico se encuentran en la dindmica cudntica de particulas elementales[3].

4.4. Funcionalidad de la Compuerta Cuantica de Fredkine

La Compuerta de Fredkine es una Compuerta Légico Conservativa. Una compuerta légico con-
servativa es cualquier funciéon Booleana que es reversible y conservativa. Se conoce bien que bajo
las reglas ordinarias de composicién de funciones (donde se permite el copiado), las dos entradas
de la compuerta NAND constituyen una primitiva universal para el conjunto de todas las funciones
Booleanas. En légica conservativa, un papel andlogo es ejecutado por una sola primitiva de senal de
proceso, a saber, la compuerta de Fredkine, definida por la siguiente tabla [3]:

U X1 Xo V 1 Y
0 O 0 0 0 O
0 O 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 — 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1

Y gréficamente representado por la Fig.1(a). Este elemento de cdlculo puede ser visualizado como
un dispositivo que ejecute la interseccién condicional de dos senales de datos de acuerdo al valor de
la senal de control Fig.1(b). Cuando este valor es 1 dos sefiales de datos siguen caminos paralelos;
cuando es 0, se cambian. De acuerdo al gréfico, observemos que la compuerta de Fredkine no tiene
una salida lineal y coincide con su inverso.

v v 1 1 0 0
X1 — " a a a —1
X2 e b b b a

(a) (b)
Fig.1. (a) Simbolo de la compuerta de Fredkine (b) operacién de la compuerta de Fredkine.

En légica conservativa, toda la senal del proceso se reduce por tltimo para un encaminamiento
condicional de senales. Mas o menos hablando, las senales son tratadas como objetos inalterables
que pueden ser movidos alrededor del curso de calculo, pero nunca se crean o destruyen.
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Circuitos de logica conservativa. Finalmente, presentaremos un esquema para la conexién de
senales, representados por unidades de alambre, con eventos, representados por las compuertas de
logica conservativa.

La representacion de un circuito légico conservativo es un grafico dirigido cuyos nodos son com-
puertas l6gico conservativas y cuyos arcos son los alambres de cualquier longitud. (Fig. 2.)

D ‘

(a) (b)

Fig. 2. (a) Cerrado. (b) Abertura del circuito 1égico conservativo.

Cualquier salida de una compuerta sélo se puede conectar a la entrada de un alambre, y de modo
similar, cualquier entrada de una compuerta se puede conectar solo a la salida de un alambre. La
interpretacion de tal circuito en términos de secuencia convencional de calculo es inmediata, puesto
que la compuerta juega el papel de un elemento combinacional ‘instantdneo’ y el alambre, el de un
elemento de retraso integrado en linea de interconexién. En un circuito cerrado légico conservativo,
todas las entradas y las salidas de cualesquier elemento es conectado dentro del circuito (Fig.2(a)).
Tal circuito corresponde a lo que en fisica se llaman un sistema cerrado (o aislado.) Un circuito
abierto l6gico conservativo posee un nimero de puertos de entrada y salida externos (Fig.2(b).) En
el aislamiento, tal circuito se conoceria como un transductor (tipicamente con memoria) el cual,
segin su estado inicial, respondera con una secuencia de salida particular a cualquier secuencia de
entrada particular. Sin embargo, por lo general tal circuito serd una porcién de una parte del largo
circuito; de ahi la notacién para puertos de entrada y salida (Fig.2(b)), que son respectivamente
el rastreo y el borde principal de un alambre. Observe que en circuitos de légica conservativa el
ntmero de puertos de salida siempre es igual que las entradas. La unién entre dos unidades de
alambres adyacentes formalmente se puede tratar como un nodo que consiste de una compuerta
trivialmente légico conservativa, a saber, la compuerta identidad. En lo que sigue, siempre que
hablemos de la posibilidad de una funcién en términos de cierto conjunto de primitivas de légica
conservativa, asumiremos tacitamente que la unidad de alambre y la compuerta identidad serdn
incluidas dentro de este conjunto.

Un circuito de légica conservativa es un sistema discreto de tiempo dindmico. Las unidades de
alambre representan las variables de estado individuales del sistema, mientras las compuertas (in-
cluyendo, desde luego, cualquier presencia de la compuerta identidad) en conjunto representan la
funcién de transicion del sistema. EI niimero N de las unidades de alambre que estan presentes en el
circuito pueden ser vistos como el nimero de grados de libertad del sistema. De estas N unidades,
cualquier momento N; estardn en el estado 1, y las restantes No(= N — N;) estard en el estado
0. La cantidad N7 es una funcién aditiva del estado del sistema, esto es, es definida para cualquier
parte del circuito y su valor para el circuito entero es la suma de las contribuciones individuales de
todas las porciones. Ademads, desde que ambas, la unidad de alambre y las compuertas, regresen en
sus salidas tanto como 1’s que estan presentes en sus entradas, la cantidad N; es una integral del
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movimiento del sistema, esto es, estd constante a lo largo de cualquier trayectoria. (Consideraciones
Andlogas se aplican a la cantidad Ny, pero, desde luego, Ny y N1 no son integrales independi-
entes del movimiento.) De este ”principio de conservacién”para las cantidades, en cuyas sefales son
codificadas, se deriva el nombre de Légica Conservativa.

Computacién en circuitos de légica conservativa; constantes y basura: En la Fig.3(a) se han
expresado las variables de salida de la compuerta de Fredkine como las funciones explicitas de las
variables de entrada. La relacién total funcional entre la entrada y la salida es, como hemos visto,
reversible. Por otra parte, las funciones que uno desea calcular a menudo son no reversibles. Asi,
provisiones especiales deben ser hechas en el empleo de la compuerta de Fredkine (o, en realidad, de
cualquier funcién reversible que se proponga para que sea una primitiva de uso general de procesado
de senales) para obtener el poder adecuado de cdlculo.

Supongamos, por un instante, que uno desea calcular la funcién AND, que es no reversible. En
la Fig.3(b) sélo las entradas u y x; son alimentados con los valores arbitrarios a y b, mientras o
es alimentado con el valor constante 0. En este caso, la salida y; proporcionara el valor deseado
ab (‘a AND b’), mientras las otras dos salidas v y y» cederdn los valores ‘no solicitados a y ab’.
Asi, intuitivamente, la funcién AND se puede realizar mediante la compuerta de Fredkine mientras
uno este dispuesto en suministrar ‘constantes’ a esta compuerta al lado del argumento, y aceptar la
‘basura’ de este lado con el resultado.

0
U =U a
X1 ——r —¥, = U X; + U X, b —— ~ab
Xog—n —Y, = U X, + U * X \
Y
(a) (b) ab 2

Fig. 3. Comportamiento de la compuerta de Fredkine (a) con entradas libres, y (b) con X» sea el valor 0,

asi comprendiendo la funcién AND.

¢ (fuente)

|

(argumento) x —— I,y (resultado)

T

g (fregadero)

Fig. 4. Realizacién de f por ¢ usando fuentes ’c’ y cafio o fregadero ’g’. La funcién ¢ : {c,z) — (y, g) se escoge para

un valor particular de c, y= f(x)
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Terminologia: fuente, cafo, constantes (o argumentos), resultado. Dada cualquier funcién finita
fi, obtenemos una nueva funcién f ‘encajada’ a este por la asignacién de valores especificos a ciertas
lineas de entrada distinguidas, en conjunto conocido como fuente, y desatendiendo ciertas lineas de
salida distinguidas, en conjunto conocidas como desecho de basura. Las lineas de entrada constituiran
los argumentos, y las lineas de salida restantes, el resultado. A esta construccién (Fig.4) se le llama
una realizacion de f mediante ¢ usando la fuente y el cano. Para realizar f mediante ¢, en la que ¢
es una funcién finita como OR, NOT y FAN-OUT, las lineas de fuente se alimentardn con valores
constantes, esto es, con valores que no dependen del argumento. De otra forma, las lineas del cano en
general cederan los valores, que dependen del argumento, y asi no pueden ser usados como constantes
de entrada para un célculo nuevo. Tales valores serdan conocidos como basura[2].

Por la seleccién apropiada de lineas de fuentes y cano es posible obtener de la compuerta de
Fredkine otras funciones elementales Booleanas, como OR, NOT, y FAN-OUT (Fig.5.) Para sinteti-
zar funciones més complejas necesitamos circuitos que contengan varias ocurrencias de la compuerta
de Fredkine. Por ejemplo, en el siguiente capitulo, en la Figura 6 se ilustra un demultiplexor de
1 linea a 4 lineas. Por las tardanzas representadas por los alambres, esto es formalmente una red
secuencial. Sin embargo, ya que ninguna regeneracién estd presente y todos los caminos del argu-
mento al resultado atraviesan el mismo nuimero de unidades de alambre, el andlisis de este circuito
es considerablemente idéntico a la red combinacional.

1 0

a ‘ a

1 1
T T M

a+0ba a a ..
(a) (b) (C) a

Fig. 5 Realizacién de las funciones (a) OR , (b) NOT y (¢) FAN-OUT mediante la compuerta de Fredkine.

4.5. Desarrollo de la Compuerta Cuantica de Fredkine

Construccion matematica de Fredkine
fredkine = |0) (0] ® [0) (0] @ |0) (0] + [0) (0] @ |0) (1] ® [1) (O] +

10) (0] @ [1) (0] @ [0) (1] +[0) (O] @ [1) (1 @ [1) (1] + [1) (H @ T & I

La compuerta cudntica de Fredkine opera sobre los qubits |000), [001), |010), |011), |100), |101),
[110) y |111). La propiedad de esta compuerta es que si el primer qubit es 0 entonces los dos tltimos
qubits se intercambian. Si el primer qubit es 1 entonces no sufren alteracién los dos iltimos qubits,
el efecto de la compuerta de Fredkine es la siguiente:
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a b
|000) |000)
|001) |010)
|010) |001)
[011) — |011)
[100) [100)
[101) [101)
[110) [110)
1111) 1111)

Para ver la aplicacién de FREDKINE sobre el qubit |001) tenemos:

(10) (0 (()8 1) (L@ [1)(1])[001) + (|1) (1] @ I @ I)[001)
0) (1] 1

Dado que (0][0) =1, (0][1) =0, (1]]0) =0, (1|[1)=1, I|0)=0) y I|1)=|1) entonces

|(|0> {0 ©10) (0] @ |0) 0[) [001)+(]0) (O] ® |0) (1] @ [1) (0]) [001)+(|0) (O] @ [1) (0] @ |0) (1]) |0O1)+
|

) (0[]0} © |0} (0] [0) @ |0) (O] [1) + [0) (0] [0) @ [0) (1]]0) @ [1) (O] [1) + 10) {0 |0) ® [1) (0] |0) ®
) +10) (0]10) @ [1) (1|0} @ [1) (1] [1) + [1) (1]]0) @ I0) @ I'[1)

=10)® 1) ®0)
= |010)
Para desarrollar la compuerta se utiliza el método de Shor el cual establece que en la interseccién

de entrada a, que son los qubits de la fila, y la salida b, que son los qubits de la columna, se coloca
el valor 1 como se muestra a continuacion:

[ FREDKINE [| [000) | [001) [ [010) | 011) [ [100) | [101) | [110) [ [111) ||

000) 1 0 0 0 0 0 0 0
001) 0 0 1 0 0 0 0 0
010) 0 1 0 0 0 0 0 0
011) 0 0 0 1 0 0 0 0
1100) 0 0 0 0 1 0 0 0
101) 0 0 0 0 0 1 0 0
110) 0 0 0 0 0 0 1 0
111) 0 0 0 0 0 0 0 1

Su transformacion unitaria es:

SO ODO OO O
(eNelNeNoNel S =Rl
N eNeNeoNeoNel =
(el eBall =R el
(el oo N N
SO OO O oo
O OO OO oo
O OO oo oo
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4.6. Demultiplexor Cuantico

Esta es una funcién més compleja debido a que este demultiplexor cuantico estd compuesto por
3 compuertas cuanticas de Fredkine; también recibe informacién por una sola linea de entrada (valor
X) y transmite esta informacién en una de las 22 lineas posibles de salida (valores Yy, Y1, Y2, ¥3.), ya
que estd controlado por dos valores de direccién.

Para la implementacién del Demultiplexor Cuéntico [3], utilizando Compuertas Cuédnticas de
Fredkine, tendremos 2 direcciones de seleccién Ay y Aj, con una entrada X y salidas Yy, Y7,Ys y Y3
como se muestra a continuacién:

0 0 0
Ay .
Al 7 F2 g > F3 ’JT YO
X > F1 - g T_, —{ le
AN
V{ Y,
- Y3
I A v

Al AO

Fig.6 Demultiplexor de 1 linea a 4 lineas. Las lineas de ”direccién” Ag, A1 especifican cudl de los cuatro datos de
salida Yp, ..., Y3 sefialan donde se rotara la sefial de dato X. (Note que aqui las lineas de fregadero pasan de repetir

las lineas de direccién.)

Veamos la funcionalidad del demultiplexor cudntico asignando las siguientes direcciones y con
una entrada X = 1.

Ao | Ay
0 0
0 1
1 0
1 1
Con la direcciéon Ag =0y A; = 0 nos manda el valor X = 1 a la salida Yj
0 0 0
Ay =0
A1 =0 ™ ! F Fy oYy =1
X:1 g Fl > 7} Yl - 0
| >
;i }/2 _
| Yy =
v Y
Al =0 Ao =0

Con la direccién Ag =0y A; = 1 nos manda el valor X = 1 a la salida Y3
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0 0 0
AO_O
A= ] 23 G BN 8 1Yy =0
X=1 " Fl ™ ™ Fp ‘J‘ Yl :O
‘—P
\ S ,{ Yo, =1
~ Y; =0
Y Y
A =1 Ay =0
Con la direccién Ag =1y A; = 0 nos manda el valor X = 1 a la salida Y;
0 0 0
Ag=1
A1 =0 7 ‘ Fy F3 $ Yy =0
X=1 n Fy N »
Yi=1
\ BN >
,i Yo, =0
- Ys=0
v y
A1 =0 Ag=1
Con la direccién Ag =1y A; = 1 nos manda el valor X = 1 a la salida Y3
0 0 0
A():]. >
Al:l ] F2 > F3 ’VJ YE):O
X=1 ™M F1 N RN S e _J‘ Y1:O
L"
{¥2 =
v HY;=1
v y
Ar=1 Ag=1

Colocando en una tabla las direcciones Ag y A; para el dato de entrada X = 1 tendremos los
siguientes resultados del demultiplexor:
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»—u—tooéh
o|o|o|~|X
o|l~|olol X
o|o|~|o|K
—|o|o|o|=

= o= O

Para el valor X = 0 s6lo seguiremos su trayectoria:

Con la direccién Ag =0y A; = 0 nos manda el valor X = 0 a la salida Yj

0 0 0
A(] =
Al_o ] FQ A F3 ’{YOZO
X=0 f R o 4y, =
N o
;i )/2 —
> Y; =
Y i A
A1 =0 Ag=0

0 0 0
Ay=0
A = [ >
! ! Fy Py 4 Yy =0
X=0 “ Fy oo > g |y 0
I > AT =
v, -
\ ’*Yz
| Y3 =
I A i A
A =1 Ay =0

Con la direccién Ag =1y A; = 0 nos manda el valor X = 0 a la salida Y;
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0 0 0
Apg=1
A1 =0 ] ! Fy Fy * Yo =0
X=0 " ] »
Y1=0
\ BN >
,i Y, =0
> Y;=0
ha X
A1 =0 Ag=1
Con la direccién Ag =1y A; = 1 nos manda el valor X = 0 a la salida Y3
0 0 0
Ag=1 -
A =1 .
' P d B Yo =0
X=0 By e 1Y, =0
v, J
{¥2 =0
v Y =0
e A A
Ar=1 Ag=1

4.6.1. Desarrollo del Demultiplexor Cuantico con Transformaciones Uni-
tarias

El demultiplexor cuantico se obtiene mediante tres matrices de dimensién 64 x 64, cada matriz
tiene los siguientes productos tensoriales (I IQIQ@Fy), [@ Fa®I®I)y (F3®I®I® I); notemos
que en cada matriz de 64 x 64 tenemos una compuerta cuantica de Fredkine y 3 compuertas cuanticas
Identidad, a continuacién analizaremos como obtener cada una de las matrices.

El demultiplexor cudntico tiene 3 constantes |0),]0) y |0) que entran en su correspondiente
compuerta de Fredkine. Como se muestran en las ilustraciones anteriores, la primera constante
permite el acceso a la compuerta de Fredkine Fy y asi se obtiene la primera matriz (I I®IQ F), la
segunda constante permite la entrada de la segunda compuerta de Fredkine F5 que con las identidades
correspondientes tenemos la matriz (/@ Fo®I®1T) y por ltimo la constante |0) entra en la compuerta
de Fredkine F3 con la cual obtenemos la dltima matriz (F5 @ I @ I ® I).

Como se puede ver las constantes de entrada |0) , |0) y |0) permiten obtener las matrices (I @ I ®
I®F),I@FRelel)y (F3e1®I®I) de dimensién 64 x 64.

Pata obtener las compuertas identidad y fredkine no se toman en cuenta las entradas de las
direcciones Ag Y Aji, sélo las constantes |0),|0) y |0) y la entrada X. En las siguientes lineas se
analizard e ilustrard cada una de ellas.
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El producto tensorial (I ® I ® I ® F}) se obtiene de la siguiente forma: la linea de la constante |0)
que entra en la compuerta F3 se sustituye por compuerta identidad de dimensién 2 x 2, la linea de la
constante |0) que entra en la compuerta Fy se sustituye por compuerta identidad 2 x 2, la linea del
valor de X que entra en la compuerta F) se sustituye por compuerta identidad 2 x 2 y la linea que
representa a la primera constante |0) que entra en la primera compuerta de Fredkine F} se sustituye
por la primera compuerta de Fredkine de dimensién 8 x 8. Los productos tensoriales dardn como
resultado una compuerta de dimensién 64 x 64, que es el producto de las dimensiones de todas las
matrices 2 % 2 x 2 x 8, veamos la siguiente ilustracién:

(I®I®I® F)
IDENTIDAD - -« oo
IDENTIDAD =~ e
Ay _
BN N F - B3 + Yo
IDENTIDAD [ > > [y T_» { Yl
FREDKINE " °° L, N
;{ Y2
> Y3
o i A
Aq Ao

El producto tensorial (I ® F» ® I ® I) se obtiene de la siguiente forma: la linea que representa
la segunda constante |0) que pasa a la compuerta F3 se sustituird por una compuerta identidad de
dimensién 2 x 2, la linea que representa a la constante |0) que entra a la segunda compuerta Fy se
le sustituird por la compuerta de Fredkine de dimensién 8 x 8, las dos tltimas lineas que entran a
las compuertas Fs y F3 se sustituyen por compuertas identidad de dimensién 2 x 2. Los productos
tensoriales daran como resultado una compuerta de dimension 64 x 64, que es el producto de las
dimensiones de todas las matrices 2 * 8 x 2 % 2, veamos la siguiente ilustracion:

IoFReol®l)

IDENTIDAD

0 FREDKINE .
AO >
A .
1 > F5 ;T YO
IDENTIDAD
1 - N
X P T—' RS
v IDENTIDAD
AN >
o Y
| Y3
. A v

Al AQ
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El producto tensorial (F5 ® I ® I ® I) se obtiene de la siguiente forma: la linea que representa
la tercera constante |0) estd conectada a la tercera compuerta Fj3, se le sustituird por la compuerta
de Fredkine de dimension 8 x 8, las siguientes 3 lineas de las salidas Y7, Y5 y Y3 se les sustituird por
compuertas identidad de dimensiéon 2 x 2. Los productos tensoriales dardn como resultado una
compuerta de dimensién 64 x 64, que es el producto de las dimensiones de todas las matrices 8+2x2%2,
como se muestra a continuacién:

(F3I®I®I)

0 0 FREDKINE
Ao
A -
! Fy —— 4 Yo
| ,  IPENTIDA
X Fy T—’ — 7
T IPENTIDAD 1 Y,
IDENTIDAD > Y;
— X
Al AO

4.7. Meétodo para construir una Compuerta Unitaria (Méto-
do de Shor)

Al aplicarse una transformacién unitaria a un qubit (entrada) nos da una salida. Cada trans-
formacién unitaria tiene sus propiedades, por ejemplo, la compuerta cuantica NOT aplicada a 1
qubit, que pueden ser |0) o |1), tiene la propiedad de que si se aplica al qubit |0) obtendremos como
resultado |1), y viceversa.

A continuacién veremos la compuerta cuantica NOT aplicada a una entrada y nos da como
resultado la salida correspondiente.

ENTRADA  SALIDA
0) - D
1) 10)

El método de Shor consiste en hallar una matriz de n xn, colocar un valor en la interseccién de las
entradas (filas) y salidas (columnas), dicho valor es de acuerdo a la propiedad de la transformacién
unitaria. La dimensién de la transformacion unitaria se obtendra evaluando n = 2™ en el que m es la
dimensién del qubit, por ejemplo, en la compuerta cudntica NOT aplicada a un qubit de dimensién
m = 1, el valor de n serd de dimensién n = 2' = 2, por lo que la matriz unitaria serd de dimensién
2 x 2.

El nimero de los elementos fila y columna de la matriz son de acuerdo a la dimensién del qubit,
por ejemplo, si el qubit es de dimensién 1 entonces los elementos de la matriz son los estados |0) y
|1) puesto que la dimensién de la matriz es n = 2! = 2. De acuerdo a la propiedad de la compuerta
unitaria se coloca el valor 1 en la interseccién de la columna y fila correspondiente quedando de la
siguiente formas:
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LNOT [[0) [ 1) |
0y ] 0] 1
1

Otro ejemplo es la Compuerta Unitaria XOR de 2 qubit, cuya dimensién serd n = 22 = 4, dicha
compuerta tiene la propiedad de que si el primer qubit es 0 entonces el segundo qubit pasa en forma
paralela. Si el primer qubit es 1 encontes aplica un NOT al segundo qubit, ejemplo:

ENTRADA SALIDA

|00) |00)
|01) — |01)
|10) |11)
|11) |10)

Como podremos ver los elementos de la matriz son |00), |01),|10) y |11). Por tltimo, la matriz
unitaria queda de la siguiente forma:

[ XOR [ J00) | [01) [ [10) [ J11) ]

00y [ L ] O] 01 0
o1) [0 | 1T | 0 | O
10) [ 0 | 0o | 0 | 1
) [ o | o | 1 | 0

La dimensién de la transformacién unitaria variard de acuerdo a la dimensién del qubit como
es el caso de la compuerta de Fredkine que se aplica a un qubit de dimensién m = 3, por lo que
la matriz serd de dimensién n = 23 = 8. Los elementos de las filas seran [000), [001), [010), [011),
[100), |101), |110), |111)

La propiedad que se aplica a esta compuerta es que si el primer qubit es 0 entonces los dos
ultimos qubits se intercambian. Si el primer qubit es 1 entonces no sufren alteracién los dos ultimos
qubits, su efecto es el siguiente:

ENTRADA SALIDA

000) 1000)
|001) 010)
010) l001)
011) - o11)
1100) 1100)
1101) 1101)
|110) |110)
|111) 111)

Su representacion mediante el método de Shor es el siguiente:

[ FREDKINE [| [000) | [001) [ [010) | [011) [ [100) | [101) | [110) [ [111) ||

000) 1 0 0 0 0 0 0 0
001) 0 0 1 0 0 0 0 0
1010) 0 1 0 0 0 0 0 0
011) 0 0 0 1 0 0 0 0
1100) 0 0 0 0 1 0 0 0
101) 0 0 0 0 0 1 0 0
110) 0 0 0 0 0 0 1 0
111) 0 0 0 0 0 0 0 1
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Con estos datos tenemos el algoritmo siguiente:
1.- Se obtiene la dimensién m del qubit entrada.
2.- Inicializar la matriz n X n con ceros.
3.- Se pedira los n elementos de las filas (entradas)
4.- Dar la propiedad de la transformacién unitaria(en el qubit entrada, dar la salida.)
5.- De la primera fila hasta la fila 2™, hacer lo siguiente:

Si el qubit cumple la propiedad entonces: Realizar las asignaciones necesarias. Se obtienen
los indices de binario a decimal, de la fila y columna. El algoritmo de conversién se realiza de
la siguiente forma:
0 1 1
22 21 20
0 2 1
Q[O] | Q[1] | Q2]

De acuerdo a los indices en decimal de todas las filas y las columnas poner el valor 1 en la matriz,
esto es, obtener la compuerta unitaria de acuerdo a sus propiedades.

Aplicando este algoritmo a la compuerta cuantica de Fredkine tenemos:
1.- Obtener la dimensién del qubit entrada, m = 3
2.- Inicializar la matriz de 2™ x 2™ con ceros
De i « 0 hasta 2™ — 1
De j «— 0 hasta 2™ — 1
fredkineli][j] < 0
3.- Los elementos de las filas seran:

qfil[0][m] = |000) , ¢ fil[1][m] = |001) , ¢ fil[2][m] = |010) , ¢ fil[3][m] = |011) , g fil[4][m] = |100) , ¢ fil[5][m] = |10:

4,5.- De 7 + 0 hasta 2™ — 1 filas realizar lo siguiente:

Si fil[i][0] = 0 entonces //si el primer elemento es cero
qeol[0] — qfilli][0]
qeol[1] — qfilli][2]
qeol[2] — qfilli][1]
Si no entonces //si el primer elemento es uno
geol[0] « qfil[i][0]
qeol[1] — qfilli][1]
geol[2] « qfil[i][2]
FinSi
Obtener indices de binario a decimal de la fila (qgfil) y la columna (qcol)
ind=0
De j = 0 hasta que j <= (m — 1)
Si qfj] = 1 entonces
ind = 2(m=1=9) + ind
FinSi
Incrementar j
FinDe
Obtener la compuerta unitaria mandando los indices en decimal de la fila y la columna:
fredkine[indfil][indcol] = 1
Incrementar i
FinDe
A continuacién se mostrara una tabla con el contenido de los indices y los valores correspondi-
entes, esto para entender mejor el algoritmo.
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[ FREDKINE [[ [o00) [ Jool) [ Joioy [ foil) [ Ji00) [ [101) [ J110) [ Ji11)
000) F[0][0]=1 | F[0][1]=0 [ F[0][2]=0 [ F[0][3]=0 [ F[0][4]=0 [ F[0][5]=0 [ F[0][6]=0 | F[0][7]=0
001) F[1][0]=0 | F[1][1]=0 [ F[1][2]=1 | F[1][3]=0 | F[1][4]=0 | F[1][5]=0 | F[1][6]=0 | F[1][7]=0
010) F[2][0]=0 | F[2][1]=1 | F[2][2]=0 | F[2][3]=0 | F[2][4]=0 | F[2][5]=0 | F[2][6]=0 | F[2][7]=
011) F[3][0]=0 | F[3][1]=0 | F[3][2]=0 | F[3][3]=1 | F[3][4]=0 | F[3][5]=0 | F[3][6]=0 | F[3][7]=0
100) F[4][0]=0 | F[4][1]=0 | F[4][2]=0 | F[4][3]=0 | F[4][4]=1 | F[4][5]=0 | F[4][6]=0 | F[4][7]=0
101) F[5][0]=0 | F[5][1]=0 | F[5][2]=0 | F[5][3]=0 | F[5][4]=0 | F[5][5]=1 | F[5][6]=0 | F[5][7]=0
110) F[6][0]=0 | F[6][1]=0 | F[6][2]=0 | F[6][3]=0 | F[6][4]=0 | F[6][5]=0 | F[6][6]=1 | F[6][7]=
111) F[7][0]=0 | F[7][1]=0 | F[7][2]=0 | F[7][3]=0 | F[7][4]=0 [ F[7][5]=0 | F[7][6]=0 | F[7][7]=L

4.8. Algoritmo para construir productos tensoriales

Producto tensorial: Es el producto de cada elemento de la matriz A por toda la matriz B, también
pueden ser vectores.
Para ilustrarlo tenemos:

A— [ a0 aor B— boo  bo1
aip 0a11 blO bll

agoB  ao1 B

aioB an B

El producto tensorial tiene las siguientes propiedades:

Aon=(

» A B#B®A No es conmutativa
" (A®B)@C=A® (Be(C) Si es asociativa

Si A, By C son vectores qubit entonces se obtendra como resultado un vector qubit.

Si A, B y C son matrices cuadradas entonces se obtendrd como resultado una matriz cuadrada,
no importando la dimension de la matriz, por ejemplo, si la matriz A es de dimensiéon 2 x 2 y la
matriz B es de dimensién 3 x 3, entonces A® B serd de dimensién 6 x 6 como resultado del producto
de 2 % 3. En el caso del producto tensorial de dos vectores, si la dimensién del vector a es 4 x 1
y la dimensién del vector b es 2 x 1 entonces el vector resultante serd de dimensién 8 x 1 que se
obtiene multiplicando la dimensién de las filas de los vectores (4 * 2) y también la dimensién de las
columnas(1 * 1).

El producto de 2 o mas qubits se puede representar de la siguiente forma:

luv) = |u) v} = [u) @ [v)

por ejemplo, el producto tensorial del qubit de dimensiones 3 es el siguiente:

1010) = [0) ® 1) ® |0)

con
1 0
=) v mw=(7)
tenemos

1 0
0 0 0
(9 IR

010) = ®|0) = =
0 0 0 1 0
1 0 0
1 0
0 0 0
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Algoritmo que transforma un qubit de dimensién n a vector mediante productos tensoriales:
1.- Leer el qubit
2.- Calcular su dimensién

3.- De k=0 hasta k < dim — 1 //dim es la dimensién del qubit
dim?2 — dim?2 x 2 //dim2 evaltia el tamano del vector resultante
Si k=0 entonces //asignacién para el primer elemento del qubit
Si vector[k]=0 entonces
a « |0)
si no entonces
a«—|1)
FinSi
FinSi
Si k == 1 entonces //para un producto ya hecho se asigna a a «— aux
a — aux
FinSi
Si vector[k-+1]=0 entonces b = |0) //asignacién para el siguiente elemento del qubit
Si no entonces b = |1)
FinSi
De i < 0 hasta i < dim2 //producto tensorial

elem «— ali]
De 7 «+— 0 hasta 7 < 2
auz[j + (i x 2))] = elem x b[j]
Incrementa j
Incrementa i
Incrementa k

Explicacién: Se leerd el qubit |goq1¢2...qn) del dispositivo de entrada, a continuacién se obtendra
la dimensién n, con este valor se hallara la dimensién del producto tensorial mediante 2.

Se tomaran los elemento ¢; y ¢;11 del vector qubit, si g; es 0 entonces a = ( >, si es 1 entonces

0

0 .
a={ | igualmente ocurre con ¢;41 pero en este caso se almacena el resultado en el vector b.

Una vez asignados los vectores se toma el primer valor del vector a y se multiplica por todo el
vector b, el resultado se asigna a los primeros lugares del vector aux , después se toma el siguiente
elemento del vector a y se multiplica por todo el vector b y se almacena en el lugar correspondiente
del vector aux, se repite la operacion hasta que se llegue al tltimo elemento del vector a.

La variable dim2 corresponde a la dimensién del producto tensorial, como es el caso |00) que da
un vector de dimensién 22 = 4, |001) que da un vector de dimensién 23 = 8, y asf sucesivamente
|a1, az, ..., an) da un vector de dimensién 2™.

La operacién j+ (i%2) corresponde al lugar correcto, del producto tensorial, donde se colocara el
resultado del producto elem # b[j] en el vector aux, i se multiplica por 2 como consecuencia de la
dimensién del qubit 0 = |0) = < é > y qubit 1 = |1) = ( (1) )

Ahora para el producto tensorial de 2 matrices o transformaciones A=IDENTIDAD y B=NOT
tenemos:
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(0 1Y 01 0100
10 10 100 0
A®B_001101 =l o001
10 10 0010

El algoritmo para obtener el producto tensorial de dos matrices es el siguiente:
1.- Obtener las dimensiones de las matrices A (dimA) y B (dimB)
2.- Obtener las matrices A y B.
3.- De i < 0 hasta i < dimA //producto tensorial
De j < 0 hasta j < dimA
elem — Ali][j]
De i2 «+ 0 hasta i2 < dimB
De 52 « 0 hasta j2 < dimB
auz(i2 + (i * dimB))][j2 + (j * dimB))] = elem * b[i2][j2]
Incrementa j2
Incrementa i2
Incrementa j Incrementa i

En este algoritmo es necesario obtener las dimensiones de las matrices, para asi primeramente
tomar un elemento de la matriz A y multiplicarlo por toda la matriz B, después se toma el siguiente
elemento de la columna de la matriz A y se multiplica por toda la matriz B, asi sucesivamente hasta
abarcar todos los elementos de la columna de la matriz A y siguiendo con las filas de la matriz A.

Las expresiones [i2 + (i * dimB))] y [j2 + (j * dimB))] nos permiten colocar el resultado del
producto tensorial en el lugar adecuado de la matriz aux que es donde se almacena el resultado del
producto tensorial de dos matrices, por ejemplo, en el producto del primer elemento con indice i=1
de la matriz A por toda la matriz B el resultado se almacenara en la matriz aux, el cual ocupara los
primeros ik=k lugares de la matriz aux, para cuando se toma el siguiente elemento con indice i=2
de la matriz A y se multiplica por toda la matriz B el resultado se tiene que empezar a almacenar
en el lugar 14k y terminard en ik=2k de la matriz aux, si se toma el siguiente elemento con indice
i=3 de la matriz A y se multiplica por toda la matriz B entonces se tiene que empezar a almacenar
en el lugar 142k y terminard en ik=3k de la matriz aux, y asi sucesivamente tendria que empezarse
a almacenar el en lugar 1+ik.

Como podremos notar [i2 + (i * dimB))] = 1 + ik, cuyo primer elemento de la fila de la matriz
B tiene como indice i2=1 y dimB = k. El valor de k serd de acuerdo a la dimensién de la matriz B

4.9. Algoritmo de funcionamiento del Demultiplexor Cuanti-
co

En el tema Desarrollo del Demultiplexor Cuantico con Transformaciones Unitarias de la Seccién
4.6.1 se analiz6 como se obtenia el demultiplexor cuantico mediante el producto de tres matrices de
dimension 64 x 64, que son: (@ IQRI®F1),I@FHI®I)y (F3®I®1I® I); en la Seccién 4.8
se analizé el algoritmo para obtener productos tensoriales, cabe notar que las compuertas Fy, Fs y
F3 son compuertas cuanticas de Fredkine,.

El algoritmo del demultiplexor cudntico es el siguiente:

1.- Obtener el producto tensorial de las siguientes compuertas: auzrl = I ® I ® [ @ F;
2.- Obtener el producto tensorial de las siguientes compuertas: aux2 =1 Q@ Fr @ I ® I
3.- Obtener el producto tensorial de las siguientes compuertas: aux3 = F5 I @1 ® I
4.- Se multiplican las matrices aux1l y aux2

De i=0 hasta i < 64
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De j=0 hasta j < 64
mat|i] [j]=0
De k=0 hasta k < 64
matli][j] = mat[i][j] + auxl[i][k] * aux2[k][]]
Incrementa k
Incrementa j
Incrementa i
5.- Se multiplican las matrices mat y aux3 De i=0 hasta i < 64 De j=0 hasta j < 64
demul[i][j]=0
De k=0 hasta k < 64
demul[i][j] = demul[i][j] + mat[i][k] x auz3[k][]]
Incrementa k
Incrementa j
Incrementa i

Para el funcionamiento del demultiplexor cudntico tendremos que dar como entrada un qubit de
dimensién 6, cuyos valores son los siguientes |AgA;2000), se le aplica el demultiplexor cudntico a
esta entrada y nos dard como salida [4gYpA1Y1Y2Y3). A continuacién se verd su efecto:
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Conclusiones

Todos los circuitos que se han desarrollado en la Computacién Clasica se rigen bajo leyes de la
fisica cldsica y cada uno tiene su funcién, por ejemplo, tenemos circuitos como AND, OR, NOT,
NAND, etc., y no solo eso sino que también se han disenado sus dispositivos electrénicos. Aunque
la Computacién Cudntica no ha llegado tan lejos, como es disenar los dispositivos electrénicos, si ha
dado un gran avance al analizar tedricamente estos circuitos, pero dentro de la fisica cuantica. La
tesis se centré en desarrollar tedricamente un Demultiplexor Cuéntico, regido por las leyes de la
Fisica Cudntica, y mostrar su simulacién mediante un lenguaje visual de programacion.

Para ello se dio un breve analisis de la Computacién Clésica y también se comprendié los limites
de esta, en forma tedrica, en comparacién con la Computacién Cudntica.

En el Capitulo 2 se analizé los comienzos de la Fisica Cudntica y que mediante un espin de
particula se puede tener varios estados del espin por lo cual se definen los estados propios y super-
posicién de estados.

En el Capitulo 3 se comprendié mejor el Capitulo 2 pero matematicamente y se describié la difer-
encia entre un bit clasico y un qubit, asi como comprender los registros, algunas operaciones como
el producto tensorial, la descripcién de estados de un qubit y la definiciéon de algunas compuertas
unitarias.

Y por tdltimo, para cumplir el objetivo de la Tesis de desarrollar el demultiplexor cuantico se
utilizé la Loégica Conservativa, la cual utiliza la compuerta cuantica de Fredkine. Mediante la im-
plementacién de 3 compuertas cuanticas de Fredkine en un circuito de légica conservativa, que es
el demultiplexor cudntico, se analizé como mediante una dato de entrada X se transmite en las
salidas Yp, Y7,Ys y Y3, gracias a los datos de direccionamiento Ag y A;; para comprender todo
ello se elaboré un anadlisis paso por paso, pero también se simulé su funcionamiento mediante el
Lenguaje Orientado a Objetos que es Visual C++, definiendo asimismo un algoritmo para obtener
productos tensoriales de vectores y compuertas unitarias, un algoritmo que obtiene la matriz de una
transformacién unitaria y otro algoritmo que obtiene el demultiplexor cuantico.

Con el desarrollo de esta Tesis se tiene la perspectiva de que en un futuro se disene un de-
multiplexor cudntico pero no de una sola entrada, es decir, podran ser x=2.3,...,n entradas con 27
direcciones.

Debido a que la Computacién Cudntica es una area de la computacién reciente, no se ha disen ado
un dispositivo electréonico, pero si se ve su funcionalidad al programarlo en un lenguaje de progra-
macién orientado a objetos, por ello se incluyé un Apéndice con los c6digos correspondientes a dichos
algoritmos en el Lenguaje de Programacién Visual C++.
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Apéndice A

Cddigo de la Compuerta de
Fredkine

El Método de Shor se utiliza para construir la compuerta cudntica de Fredkine.
» En qubit[i][j] tenemos los 8 estados qubit |000) ,|001),|010),|011),|100),|101),|110) y |111).

La siguiente funcién obtiene dicha compuerta:

void compuertafredkine()
int q1[3],q2[3],i,j,ind1,ind2;

for(i = 0;4 < 89+ +) //8 estados qubit que da la matriz(shor) DE 8 x 8
for (j =0;5 <3;5++) //el qubit tiene dimensién 3
ql[j]=qubit][i][j]; //ql son las entradas, filas.

//propiedades de la compuerta de fredkine
if (qubit[i][0]==0)
//q2 son las salidas, columnas.

q2[0]=q1]0]; //si primer elemento qubit es cero
q2[1]=ql[2]; //entonces se realiza un intercambio
q2[2]=ql[1]; //de los dos tltimos qubits
else
q2[0]=q1]0]; //si primer elemento qubit es uno
q2[1]=ql[1]; //entonces queda igual
q42[2]=ql{2};
ind1=indice(ql); //la funcién indice( )
ind2=indice(q2); // convierte un qubit a forma decimal

fredkine[ind1][ind2]=1; //Método de Shor

// CONVIERTIR UN QUBIT (BINARIO) A FORMA DECIMAL
int indice(int q[3])

double ind=0.0;

int j, dec, sign, ent, ndig = 2;

char xstr, string[3];
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for (j =055 <=2;7++)
if (qj]==1) ind=pow(2,(2-j))+ind;
str = ecvt(ind, ndig, dec, sign);
strnepy (string, str,dec);
string[dec] = final de array;
ent=atoi(string);
return ent;



Apéndice B

Cddigo de Productos tensoriales de
matrices

Las funciones que obtienen el producto tensorial de matrices son tensorial() y operaf().

La funcién opera() multiplica al elemento de la matriz A por toda la matriz B

La funcién tensorial() toma un elemento de la matriz A y llama a la funcién opera(), también
respeta el lugar donde se colocaran los nuevos elementos del producto tensorial.

La variable elem es un elemento de la matriz A.

Las variables incl y incJ nos permitirdan que el resultado del producto se coloque en el lugar
adecuado de la nueva matriz debido a que es un producto tensorial.

El array vB[][] es la matriz B.
El array vA[][] es la matriz A.
La variable dimA es la dimensién de la matriz A.
La variable dimB es la dimensién de la matriz B.

El array aux[][] es la matriz donde se guardard el producto.

A continuacién se muestra el codigo:

void opera(int elem,int incl,int incJ,int

vB[sub6][sub6],int dimB,int aux[sub6][sub6])

int 1,j;
for(i = 0;4 < dimB;i + +) //esta matriz depende de la dimensién de vB
for (j =0;j < dimB;j+ +)
aux[i + incl|[j + incl] = elem * vB[i][j];

void tensorial(int vA[sub6][sub6],int dimA, int vB[sub6][sub6], int dimB,int aux[sub6][sub6])

int i, j, elem;
for (i = 0;¢ < dimA; i+ +) //la dimension depende de la dimensién de vA
for (j =0;j < dimA;j++)
elem=vAl[i][jl;
opera(elem, i x dimB, j x dimB,vB, dimB, aux);
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NOTA: Para productos tensoriales de vectores sélo se utiliza una fila, como se muestra a contin-
uacién.

void operavector(int elem,int incL,int vB[2][1])
int i;
for (i =0;1 <20+ +)
aux[i + incl][0] = elem x vB[i][0];
void tensorialvector(int vA [sub6][sub6],int vB[2][1])
int i,elem;
for (i =0;¢ < dim2;i + +)
elem=vAl[i][0];
operavector(elem, i x 2,vB);



Apéndice C

Implementacion del Demultiplexor
Cuantico

Para obtener el Demultiplexor Cuédntico se utiliza la Compuerta Cuantica de Fredkine y la
Compuerta Identidad y se realizan los correspondientes productos tensoriales.

Se obtendran 3 matrices, los cuales son Fy = (IQIQIQF), Fy = (IQFQIQI)y F3 = (FRIQIRI)
Se obtiene un vector el cual tiene 3 valores constantes ceros, el valor de entrada X=1 y dos direcciones
Ag y Aq dados por el usuario. El orden del vector de entrada es de acuerdo al orden de entrada de
los datos en el demultiplexor cudntico, como se mostrard més adelante, y es |0) |0) |Ag) |A41) |1) |0)
Este vector |0)]0)|Ao)|A1) [1)]0), los datos de este vector pasardn, por asi decirlo, por la matriz
de la compuerta cuantica de Fredkine F; y como resultado dard otro vector identificado como
[vo) |v1) [v2) |vs) |ua) us), este vector tiene que pasar por la matriz de la compuerta de Fredkine
F5 pero no en el mismo orden de los elementos, al observar la grafica del demultiplexor cudntico
en la Seccién 4.6 se observa que el orden del vector es |vg) |ve) |u1) |va) |vs) [us), los datos de este
vector pasara por la compuerta de Fredkine F5 y como resultado dard otro vector identificado como
[vo) |v1) [v2) |vs) [vs) |us), este vector tiene que pasar por la matriz de la compuerta de Fredkine Fj
pero no en el mismo orden de los elementos, de acuerdo al demultiplexor cuantico se observa que el
orden del vector es |v1) |vg) |vsa) |v2) |vs) |vs), este vector pasard por la matriz F3 y dard como salida
[Ao) [Yo) [Y1) [Y2) [Y3) [A1).

Su funcionamiento es el siguiente:
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uacién se presentard parte del programa de un Demultiplexor Cuédntico que utiliza la Compuerta
Cuéntica de Fredkine.

» La funcién compuertaFredkine( ), estd en el Apéndice A,
» Las funciones tensorial(), opera(), tensorialvector() y operavector( ) estédn el apéndice A

void main()
compuertafredkine(); //Obtiene la compuerta de Fredkine
identidad(); //Obtiene la compuerta Identidad
//Matriz Fy: Producto tensorial (I ® I ® I ® F') de dimensién 64 x 64
tensorial(iden,8,fredkine,8,aux);
//Matriz Fy: Producto tensorial (I ® FF ® I ® I) de dimensién 64 x 64
tensorial(iden,2,fredkine,8,aux2); /] IR F) 2+8=16
asigna(mat,aux2); //asigna lo de una matriz a otra
tensorial(mat,16,iden,4,aux2); J/I@F®I®I) 16 x4 =64
//Matriz F3: Producto tensorial (F ® I @ I ® I') de dimensién 64 x 64
tensorial(fredkine,8,iden,8,aux3); J/(FRIQRIRI) 8x8 =064
asigna(mat,aux); //asigna lo de una matriz a otra
//Entradas del vector
v[0]=0; v[1]=0; v[2]=mValorledit; //mEntradaOedit es la direccién Ag
v[3]=mValor2edit; v[4]=1; v[5]=0; //mEntradaledit es la direccién A
qVector(v);
//Pasa a la matriz Fy
producto2(aux,mat);
conversion(direccion);
//Pasa a la matriz Fy
asiglnd(vq|[0],va[2],va[1],vq[4],vq[5],vq([3],vq);
qVector(vq);
producto2(aux,aux2);
conversion(direccion);
//Pasa a la matriz Fj
asigInd(vq[1],vq[0],val4],va[2],vq(3],vq[5],vq);
qVector(vq);
producto2(aux,aux3);
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conversion(direccion);

if (va[1]=1) yn=1;
if (va[2]=1) yn= 2
if (vq[3]=1) yn=3
1f (vq[4]=1) yn= 4
return yn;

//MATRIZ IDENTIDAD
void identidad()
int 1,j;
for (i = 054 < sub6;i + +)
for(j = 0;5 < sub6;j + +)
i (i==j)
idenli][jl=1;
//OBTIENE VECTOR DE DIMENSISN 6 A VECTOR DE DIMENSISN 64
void gqVector(int vector[6])
int 1,i2;
//PRODUCTO TENSORIAL DEL VECTOR
dim2=1;
for(i=0;ijdim-1;i++)
dim2=2*dim2;
if (i==0)
if (vector[i|==0)
for(i2 = 0;42 < dim; 12 + +) aux2[i2][0]=v0[i2][0];
else for (i2 = 0542 < dim;i2 4+ +)  aux2[i2][0]=v1[i2][0];
if (i;=1)
for (12 = 0;i2 < dim2;i2 + +) aux2[i2][0]=aux]i2][0];
if (vector[i+1]==0) tensorialVector(aux2,v0);
else tensorialVector(aux2,v1);

//FUNCION DEL PRODUCTO DEMUL x VECTOR QUBIT
void producto2(int vect[sub6][sub6],int mat[sub6][sub6))
int 1,j=0,k;
for (i =0;¢ < 64;7 4+ +)
direccion[i][j]=0;
for(k = 0;k < 643k + +)
direccion[i][j] = direccion[i][j] + mat[i][k] * vect[k][5];

//OBTIENE VECTOR DE DIMENSISN 64 A VECTOR DE DIMENSI6N 6
void conversion(int vector[sub6][1])

int i,n=64,cont=0,ban=0,a[2];

while((n/2) == 1)

for (i =0;¢ < (n/2);i+ +) //chequeo de la primera mitad

if (vector[i][0]==1) a[0]=1; ban=1,
if ((ban==0)AND(i==((n/2)-1))) a[0]=0;

ban=0;

for (i = (n/2);i < n;i++) //chequeo de la segunda mitad
if (vectorli][0]==1) a[1]=1; ban=1;
if ((ban==0)AND(i==n-1)) a[1]=0;

if (a[0]==0 AND a[l]==1) vq[cont|=1;
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if (a[0]==1 AND a[l]==0) vq[cont|=0;
if (a[l]==1)
for (i = (n/2);i < n;i++) vector[i-(n/2)][0]=vector]i][0];
cont+4-+;
n=n/2;

void asigInd(int a,int b,int c, int d, int e, int f, int vect[6])
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