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SUMARIO

Se presenta un esquema numérico para resolver las ecuaciones que describen el
comportamiento del flujo de fluidos viscosos, incompresibles e isotérmicos, dependientes
del tiempo en dos dimensiones en dominios rectangulares gobernados por las ecuaciones de
Navier-Stokes utilizando la formulacion funcion corriente-vorticidad. Los resultados de
este trabajo son obtenidos a partir de un esquema numérico basado en un proceso de
iteracion de punto fijo aplicado a un sistema de ecuaciones no lineales eliptico que resulta
de una discretizacion de segundo orden en el tiempo. Este método iterativo nos lleva a la
solucion de problemas elipticos lineales, simétricos, bien condicionados y desacoplados.
Ejemplos de fluidos isotérmicos son asociados con el problema de la cavidad cuadrada y el
problema del vortice de Taylor.. Para mostrar la eficiencia del esquema se muestran
resultados con nimeros de Reynolds grandes, Re = 7500, y mallas finas, obteniendo muy
buenos resultados en comparacion a otras investigaciones, donde se hace uso de nimeros
de Reynolds “chicos” y mallas gruesas, lo cual implica que la solucion puede tornarse
complicada.
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Aspectos Fisicos y Numérico-Computacionales de algunos problemas de la Mecanica de Fluidos

1. INTRODUCCION

El presente trabajo consta de una introduccion al analisis numérico y a la teoria
matematica de los fluidos, con especial atencidon a aquellos sistemas de ecuaciones que
rigen el movimiento de los distintos tipos de fluidos reales.

Como antecedente a este estudio se comienza con la presentacion del concepto de medio
continuo [1], [2], [3] y [4] y la introduccion de algunas otras definiciones bastante Utiles. El
estudio continGia con una seccion en la cual se muestran las ecuaciones fundamentales de
los medios continuos como la ley de conservacion de masa, la cantidad de movimiento y la
conservacion de energia [1], [5], [6] y [7]. Ademas en este trabajo se introducen de forma
gradual las herramientas matematicas necesarias, para hacer mas facil la comprension de
diversas areas de interés cientifico o tecnoldgico.

Otro punto de interés, es la clasificacion de los distintos tipos de fluidos, los de mayor
interés en [8], [9], [10] [11], [12] y [13]. Se contemplan las dos grandes divisiones, la
primera de ellas, en fluidos ideales y la segunda en fluidos reales viscosos. Posteriormente
se formulan respectivamente las leyes de Euler y Navier-Stokes, que son las utilizadas para
dar solucion a nuestro problema practico. Mas adelante se presentan los sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales que se originan [14], [15], [16] y [5]. Se estudian los
ejemplos de flujos mas caracteristicos y se aborda el problema de la solucion numérica.

Se debe tener en cuenta que todos los tipos de fluidos aqui estudiados pueden verse como
casos particulares de los fluidos compresibles viscosos, y asi lo muestra la formulacion
matematica en forma de ecuaciones en derivadas parciales utilizada (formulacién funcion
corriente-vorticidad) [17], [18] y [19]. Ahora bien, dado el estado aun en desarrollo de la
teoria de los fluidos compresibles y viscosos, los cuales muestran una extraordinaria
complejidad, el estudio en detalle es de gran interes.

En este trabajo de Tesis uno de los objetivos principales es el de describir el
comportamiento de las sustancias llamadas fluidos, cuyos principales representantes son el
agua y el aire [20] y [21]. La primera es el modelo de las sustancias que fluyen de forma
incompresible, sin cambiar de volumen, y con ella se clasifican los liquidos; el segundo de
ellos que lo hacen de forma compresible, y con él se engloban los gases. Una aplicacion en
la que aparecen de diversas formas los liquidos y gases son: durante los procesos de
combustion. No nos interesa la composicion macroscopica de estas substancias sino que se
pretende describir su forma de movimiento, asi como los posibles estados (estacionario o
no estacionario), por medio de las variables adecuadas: velocidad, presion, temperatura y
algunos parametros, como la viscosidad; etc. Entre las cuales se establecen las leyes que
rigen la estabilidad o el cambio (leyes de conservacion).

El estudio de los modelos mateméticos de la teoria de los fluidos, que incluye o
introduce a los problemas relacionados con un gran numero de ciencias, atrae en nuestro
pais a un gran nimero de investigadores. Al mismo tiempo, el desarrollo de los métodos de
calculo ha llevado a una més estrecha colaboracion de matematicos, fisicos e ingenieros en
el tratamiento de los problemas que las nuevas tecnologias proponen.
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Una lista de importantes areas de aplicacién actual en la teoria matemaética de los fluidos
es: la Aerondutica (en sus derivados de aerodindmica y combustion); la Meteorologia, la
Oceanografia, Geofisica, Hidrologia, la Industria del Petroleo, procesos industriales a altas
temperaturas, Astrofisica. En otras areas de aun reciente aparicion se encuentran las
Ciencias Ambientales y la Ecologia: problemas de contaminacion, control de recursos y
residuos, La industria Automovilistica, pues los autos avanzan contra la resistencia que les
ofrece el aire, Biomedicina, pues la sangre es un fluido no Newtoniano (aqui se plantea el
importante problema de interaccion fluido-estructura).

La idea principal es que los actuales desarrollos de la mecénica de fluidos exigen de la
comprension matematica para su futura aplicacion. Por ello se ha tratado con el mayor
cuidado las ecuaciones pertinentes para formular el correcto planteamiento matematico del
problema. Durante el recorrido a lo largo de este escrito se incluird la teoria bésica de los
fluidos, mostrando al mismo tiempo la relacion entre las ecuaciones reales y las
simplificaciones obtenidas, de esta forma se pueden ver el contexto en el que se aplican.
Como un complemento se espera mostrar como los fluidos nos llevan del mundo real a
tratar con las diferentes areas de la ciencia incluida por supuesto las matematicas.

Estos estudios multidisciplinarios estan destinados a solucionar problemas de la vida
cotidiana asi como para desarrollar nueva tecnologia y descubrir nuevos campos de la
ciencia. Las aplicaciones de la mecanica de fluidos son variadas, ya que todo depende de
los fluidos, directa e indirectamente. Un ejemplo claro para demostrar tal afirmacion es el
suponer que la tierra estd conformada por un 97.25% de agua la cual corresponde a los
océanos (sin contar subsuelos, rios y lagos) [21].

La simulacion numerica de procesos fisicos se ha convertido actualmente, gracias a los
avances de las computadoras, en una herramienta de disefio de gran utilidad.

Las técnicas de simulacion numérica en [17], [18], [19], [22], [23], [24], [25] y [26]
presentan ciertas ventajas respecto a los ensayos experimentales, como gran flexibilidad en
las variables a medir y en los cambios de la geometria del problema, inversion econémica
reducida, resultados en un plazo corto de tiempo, etc. Sin embargo, los resultados
conseguidos mediante simulaciones numéricas deben ser interpretados siempre con
cuidado, siendo conscientes de que su exactitud dependera en gran medida del modelo
matematico que representa el proceso fisico y de la técnica numérica empleada para
resolver las ecuaciones. Las predicciones de simulaciones numéricas deberan ser siempre
contrastadas con resultados experimentales y con otros resultados que se consideren
correctos.

Para su analisis vamos a proceder como en el analisis de cualquier otro sistema material.
Comenzaremos por la Cinematica en [8], [15] y [27]. Entendiendo por tal, las variables que
vamos a utilizar, asi como el tipo de objetos matematicos con que los vamos a representar y
sus relaciones o propiedades operativas. Veremos que en los sistemas fisicos, existen lo que
Ilamaremos escalares, vectores y mas generalmente, tensores [1] y [28]. El distinguir el tipo
de objeto geométrico asociado a una propiedad fisica es una de las caracteristicas mas
importantes de su definicion. La temperatura es una propiedad escalar, que no es de tipo
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global, pues distintas partes de un sistema extenso pueden tener distintas temperaturas. Es
una propiedad local, que en sentido estricto estd definida en cada punto del sistema. La
masa del sistema es otra propiedad escalar, pero esta es de tipo global. Sin embargo,
distinguiremos la masa global de la masa de pequefias porciones infinitesimales de materia,
lo que nos llevara al concepto de densidad. La densidad de un medio material serd, por lo
tanto una propiedad escalar local, definida en cada punto del medio continuo. El
desplazamiento de un punto, su velocidad, son magnitudes vectoriales, puesto que ademas
de tener una magnitud, involucran una direccion en el espacio. Todas estas propiedades
dependen del punto y del instante en que las estamos midiendo. Se dice que estas
magnitudes tienen un campo. Asi, hablaremos del campo de temperatura, campo de
densidad, de velocidad, de desplazamiento, etc. EI medio en el que estan definidas es un
medio continuo, se refleja en la propiedad matematica de que todas estas magnitudes
vienen caracterizadas por funciones continuas (y derivables) del espacio y del tiempo.

Cuando a un sistema fisico le sometemos a fuerzas externas, esto produce
modificaciones tanto en la forma como en la evolucién del sistema. Estudiaremos por lo
tanto, las deformaciones que se producen en los sistemas continuos y su forma de
describirlo, asi como las leyes generales que nos permiten determinar la evolucién temporal
del sistema y de sus partes, que se conoce genéricamente con el nombre de dindmica.

En estos capitulos, va a quedar descrito de forma general las herramientas que se van a
utilizar para tratar un sistema fisico que consideremos como un medio continuo. Su utilidad
la veremos en el estudio de dos tipos diferentes de medios continuos: los medios materiales
solidos y los medios fluidos. No existen medios materiales estrictamente rigidos. En
general todos los sistemas materiales se deforman en mayor o menor grado. De una forma
general podriamos decir que un solido es un medio material que se resiste a ser deformado.
Un fluido, en cambio, es un medio material que parece que se puede adaptar a la forma de
cualquier recipiente y, por lo tanto, su caracteristica principal no es que no se deforme, sino
que en general ofrecera resistencia a los posibles cambios en su estado de deformacion.

El objeto de estudio de los sistemas materiales liquidos, es lo que constituye el cuerpo de
la mecénica de fluidos (y el &rea de mayor importancia en este estudio). Entre los fluidos,
examinaremos los fluidos ideales y los fluidos reales o viscosos. Veremos que la viscosidad
juega un papel fundamental. Si el aire no fuera viscoso los aviones no volarian [1].

La mecénica de fluidos se ha dividido en diferentes ramas que cubren diferente aspectos
de la ingenieria, la fisica, las matematicas, etc.

Es valido mencionar algunos temas de investigacion matematica extras que estan
excluidos de este documento pero aun asi son de gran interés como: el estudio de los
fluidos compresibles, que incluye el estudio matematico de las ondas de refraccion y de
choque para mdaltiples aplicaciones: Aeronautica, Acustica, etc. Muchos otros temas
relacionados con la turbulencia y las inestabilidades, procesos que involucran reacciones
quimicas, como los procesos de cambio de fase y los problemas de frontera libre, la
magneto hidrodinamica, los procesos de tipo convectivo, procesos dispersivos, etc.
Modelos de fluidos se utilizan con éxito en el desarrollo de otras ciencias, como sucede en
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los semiconductores. Por otra parte aqui solamente se presenta la parte basica de muchas de
estas areas.

El estudio de los fluidos en reposo o con movimiento, es principalmente de tipo analitico
y matematico (no empirico).

Historicamente el hombre ha necesitado y utilizado los fluidos y aun sin los desarrollos
analiticos necesarios, construy0 grandes obras de Ingenieria Hidréulica tales como los
acueductos Romanos, canales de navegacion e irrigacion.

Exceptuando las ideas de Arguimedes sobre flotacion es hasta Leonardo Da Vinci
cuando se inicia el estudio analitico de la mecénica de los fluidos, y el estudio de las leyes
de flotacidn de las aves, principios del flujo de fluidos para transportar agua en un canal
cercano a Milén entre otros [15].

Posterior a Da Vinci se present6 un rapido crecimiento en el conocimiento de las leyes
fundamentales, como el aporte de Galileo, Torricelli, Pascal, Newton, Bernoulli, Euler y
Lagrange entre otros. Estos Gltimos fueron quienes elaboraron una sintesis hidrodinamica
perfecta, pero con resultados diversos en la realidad, lo que llevé a la creacion de una rama
experimental que con la ayuda de los descubrimientos de Reynolds, Froud y Rayleigh
complementaron adecuadamente el fendmeno fisico y los resultados experimentales.

En este trabajo se presentan fluidos viscosos, incompresibles e isotérmicos en 2D en
dominios rectangulares gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando la
formulacion funcién corriente-vorticidad, la cual es mas sencilla de obtener que la
formulacion en variables primitivas, debido a que la restriccion de incompresibilidad se
satisface automaticamente, y no es necesario calcular la presién lo cual reduce el trabajo.
Por ultimo se muestran las gréficas y las conclusiones obtenidas a partir de dos ejemplos
analizados el vortice de Taylor y el problema de la cavidad cuadrada.
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2. ANTECEDENTES TEORICOS.

En ente capitulo se describen algunos conceptos béasicos para la futura compresion de los
temas desarrollados en este trabajo de Tesis.

Ahora se introduciran los primeros conceptos y las hipétesis relativas al medio continuo.
Se da la notacion adecuada y la diferencia fundamental entre la formulacion Lagrangiana y
la Euleriana.

2.1. Hipotesis del medio Continuo.

Es posible analizar sistemas extensos de materia, como si ésta estuviera constituida por
un todo continuo, sin espacios vacios. Una roca, un recipiente con agua, el aire que nos
rodea, son sistemas materiales, que si pretendemos hacer de ellos una descripcion
macroscopica sin reparar en el detalle a la escala atomica, aparecen como un medio
continuo [1].

Se trata de aproximar los sistemas extensos mediante la hipdtesis de que un sistema
material de muchas particulas puede ser considerado como continuo. Son situaciones en las
que el comportamiento macroscépico del sistema material se explica sin tener presente su
estructura molecular. A diferencia, de lo que se plantea con la teoria atomica en [2] segln la
cual la materia esta discretizada. Todas las propiedades del sistema como densidad, presion,
velocidades, aceleraciones, estado de tensiones, etc., seran funciones continuas en el
espacio y en el tiempo.

La Mecénica de Fluidos es la ciencia que se encarga de estudiar todo lo relacionado con
el movimiento de los fluidos y el medio que lo rodea, de aqui se desprende la hipotesis del
medio continuo, en la que se basa esta rama de la Fisica.

El objeto de la Fisica de los Medios Continuos en [1], [2], [3] ¥ [4] es el estudio de los
sistemas materiales cuya apariencia a escala microscopica es la de un todo continuo. El
andlisis y desarrollo tedrico de la fisica de los medios continuos fue el objeto de estudio de
la Fisica del siglo XIX. Termodindmica, Mecénica Estadistica, Teoria de la Elasticidad,
Mecanica de Fluidos, Electromagnetismo, son algunos de los grandes campos de aplicacién
de la Fisica de los Medios Continuos.

Iniciaremos nuestro recorrido por el mundo de los fluidos con unas consideraciones
preliminares un tanto intuitivas que nos serviran para enmarcar el estudio y sentar algunas
ideas basicas.

¢ Es necesario considerar el comportamiento a nivel molecular de los fluidos?
En los fluidos la materia no se encuentra distribuida de forma continua a nivel molecular
[2], en el caso de poder utilizar un instrumento de medicién lo que estariamos haciendo es

obtener datos respectivos a una muestra de un cierto volumen, al hacer esto no afectamos al
fluido en su totalidad ya que la porcion que extraemos es muy pequefia. La razon por la que
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la estructura molecular no afecta el resultado final es porque dentro de ella hay una enorme
cantidad de moléculas que nos daran las caracteristicas y el comportamiento de dicho
fluido.

Un fluido es un medio continuo [8], es decir, se mueve (se deforma) en forma continua
punto a punto, “espacialmente hablando”, en el tiempo, y forma un todo continuo. De
forma intuitiva pensamos que tal medio esta compuesto por particulas y es cierto desde el
punto de vista fisico [1].

Ahora bien la Mecanica es una ciencia fisica que trata de describir el comportamiento de
los cuerpos (s6lidos, liquidos, gases o plasma) y apoya por tanto su formulacion
matematica en la experiencia y la teoria [9]. Al respecto, el concepto fundamental del
medio continuo es un concepto bastante interesante que se encuentra en contradiccién con
la ya verificada teoria atomica: la cual describe la realidad a nivel de atomos. A la hora de
realizar cierto tipo de calculos matematicos se tiende a resolver tal situacion ignorando
dicha teoria atdbmica y optando por el medio continuo. Pues bien, de ahora en adelante ésta
sera la suposicion basica. Ello merece una explicacion, que es: construir un modelo
matematico que sirva como modelo de una realidad [15]. Este modelo con el cual
trabajaremos debe representar el aspecto del fendmeno, siendo eficaz al reflejar el
funcionamiento observado y posteriormente poder predecir cierta evolucién, desde el punto
de vista matematico por las ecuaciones y la complejidad que se originan de esta ultima, y
por ultimo pero no menos importante desde el punto de vista computacional.

En el estudio de la Mecénica de Fluidos es conveniente suponer que los fluidos estan
continuamente distribuidos dentro de una region muy particular esto es, el fluido se trata
como un medio continuo. Los cuerpos difieren por lo general en su masa y en su volumen.
Estos dos atributos fisicos varian de un cuerpo a otro, de modo que si consideramos
cuerpos de la misma naturaleza, cuanto mayor es el volumen, mayor es la masa del cuerpo
considerado. No obstante, existe algo caracteristico del tipo de materia que compone al
cuerpo en cuestion y que explica el porqué dos cuerpos de sustancias diferentes que ocupan
el mismo volumen no tienen la misma masa o viceversa. Aun cuando para cualquier
sustancia la masa y el volumen son directamente proporcionales, la relacion de
proporcionalidad es diferente para cada sustancia.

Una forma de comprobar si el modelo del medio continuo es aceptable en [35], es la de
comparar una longitud caracteristica I del objeto de interés con la trayectoria libre media
A, la distancia promedio que recorre una particula antes de colisionar con otra; si [ » A el
modelo del medio continuo es aceptable.

La trayectoria libre media se deriva de la teoria molecular. Asi,

m

pd?’

A=0.225 (2.2)

donde m es la masa (kg) de una molécula, g es la densidad (kg/m?®) y d es el diametro
() de una molécula.
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En base a esta suposicién del medio continuo, las propiedades de un fluido pueden ser
aplicadas uniformemente en todos los puntos de una region dada en cualquier instante en
particular. Por ejemplo, la densidad g se define en todos los puntos del fluido; puede variar
en el espacio y tiempo.

En resumen podemos decir que en la hipétesis del medio continuo se considera al fluido
como continuo a lo largo del espacio que ocupa, ignorando por tanto su estructura
molecular y las discontinuidades asociadas a este. Con esta hipdtesis se puede considerar
que las propiedades del fluido (densidad, temperatura, etc.) son funciones continuas.

Por esta razén cuando se habla de Mecanica de Fluidos se toma en cuenta esta hipotesis
y por tanto no tendremos que preocuparnos por la estructura molecular de nuestros fluidos.

2.2. Descripcion Euleriana y Langrangiana.

A la hora de describir el movimiento de un fluido existen dos puntos de vista [9]. Una
primera forma de hacerlo es seguir a cada particula fluida en su movimiento, de manera que
buscaremos unas funciones que nos den la posicién, asi como las propiedades de la
particula fluida en cada instante. Esta es la descripcion Lagrangiana. Una segunda forma es
asignar a cada punto del espacio y en cada instante un valor para las propiedades o
magnitudes fluidas sin importar la particula fluida que en dicho instante ocupa ese punto.
Esta es la descripcion Euleriana, que no esta ligada a las particulas fluidas sino a los puntos
del espacio ocupados por el fluido. En esta descripcion el valor de una propiedad en un
punto y en un instante determinado es el de la particula fluida que ocupa dicho punto en ese
instante.

La descripcion Euleriana es la usada cominmente, puesto que en la mayoria de casos y
aplicaciones es mas util. Esta descripcion es la mas usada para la obtencion de las
ecuaciones generales de la Mecéanica de Fluidos.

2.3. Fluidos.

Un fluido podria definirse como aquella substancia que continuamente se esta
deformando debido la poca cohesidn intermolecular que existe en ellos, carecen de forma
propia y adoptan la forma del recipiente que los contiene, ademas al ser sometido a un
esfuerzo cortante se deforma continuamente sin importar la magnitud de éste. Los fluidos
son una fase de la materia e incluyen liquidos, gases, plasma, y en otro sentido plasticos y
solidos [8], [30].

La diferencia entre el fluido liquido y el gaseoso radica en que las particulas que
componen un liquido se encuentran mas unidas que las de un gas; por esta razon, el
volumen del liquido dentro de un recipiente, permanece constante con una superficie limite
bien definida, mientras que el gas no posee limite y se difunde en el espacio considerado,
disminuyendo su densidad y también pueden comprimirse aumentando su densidad. La
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diferencia entre sélidos y fluidos no es muy obvia, pero se da al evaluar la viscosidad de la
substancia con la que nos encontramos trabajando.

Los plésticos son los que se comportan como fluidos 0 como solidos, dependiendo de la
tension tangencial de rozamiento que actue sobre ellos y que fluyen Unicamente cuando
alcanzan la denominada tension critica de flujo [17] y [18]. A continuacion se presentaran
diversos tipos de fluidos existentes asi como gases.

a) Fluido ideal

El concepto de fluido ideal es util en el estudio de la dindmica de fluidos. Se trata de un
fluido imaginario que no ofrece resistencia al desplazamiento (no viscoso), es permanente,
no-rotacional, incompresible y en general tri-dimensional.

b) Gas Ideal y Gas Real

A continuacion se definirda el concepto de gas ideal o perfecto. Para ello se
mencionaremos previamente las leyes que satisfacen a los gases.

Los gases tienen la propiedad de llenar el espacio donde se almacenan y ejercer una
presién sobre las paredes de dicho contenedor. Una cierta cantidad de gas, se caracteriza
por las siguientes magnitudes fisicas: su masa m, el volumen que ocupa V', la presion a la
que se encuentra p y su temperatura T

c) Leyde Boyle

La ley de Boyle establece que la presion de un gas en un recipiente cerrado es
inversamente proporcional al volumen del recipiente. Esto quiere decir que si el volumen
del contenedor aumenta, la presion en su interior disminuye y, viceversa, si el volumen del
contenedor disminuye, la presion en su interior aumenta. Esta ley pude escribirse como:

pV = constante (T = Constante), (2.3)

Esta ley cuenta con un rango limitado de validez: a temperaturas proximas a la
temperatura ambiente y a presiones no muy superiores a la atmosférica, la mayoria de los
gases satisfacen esta ley. Sin embargo, a grandes presiones, los gases se comprimen menos
de lo que se espera segun la ley.

d) Ley de Charlesy Gay-Lussac

Mientras que los experimentos realizados a temperatura constante condujeron a la ley de
Boyle, los experimentos realizados para determinar la variacion de la presion con la
temperatura manteniendo el volumen constante, o las experiencias encaminadas a
determinar la variacion del volumen con la temperatura manteniendo la presion constante,
demostraron divergencias importantes. No fue hasta tiempo después de la aparicion de la
ley de Boyle cuando mediciones mas precisas que eliminaban los errores anteriores
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permitieron establecer que el aumento de la presion, manteniendo el volumen del gas
constante, es proporcional al aumento de la temperatura.

e) Leyde Charles

Esta ley establece, que, a volumen constante, la presion de una masa fija de un gas dado
varia de forma lineal con la temperatura:

p =p,(1+BT) (V = Constante), (2.4)

En donde p, es la presion a la temperatura de cero grados centigrados, t = 0°Cy 5 es el
coeficiente de dilatacion a volumen constante o coeficiente térmico de presion.

f) Ley de Gay-Lussac

Establece que el volumen de un gas es directamente proporcional a su temperatura
absoluta, asumiendo que la presion de mantiene constante. Esto quiere decir que en un
recipiente flexible que se mantiene a presion constante, el aumento de temperatura conlleva
un aumento del volumen y se define como:

V=V,(1+aTl) (p = Constante), (2.5)

en donde p, es la presion a la temperatura de cero grados centigrados, T = 0°C y « es el
coeficiente de dilatacion a presion constante también llamado coeficiente de dilatacion
cubica.

Teniendo en cuenta todas estas leyes los gases reales son los que en condiciones
ordinarias de temperatura y presion se comportan como gases ideales; pero si la
temperatura es muy baja o la presién muy alta, las propiedades de los gases reales se
desvian en forma considerable de las de los gases ideales.

Se considera que un gas ideal presenta las siguientes caracteristicas: el nimero de
moléculas es despreciable comparado con el volumen total de un gas, no hay fuerza de
atraccion entre las moléculas, las colisiones son perfectamente elésticas y evitando las
temperaturas extremadamente bajas y las presiones muy elevadas, podemos considerar que
los gases reales se comportan como gases ideales.

2.4. Caracteristicas de los fluidos.
La materia puede existir en diversas formas de agregacion de las particulas permitiendo asi
distinguir los diferentes estados de la materia: Solido, Liquido, Gaseoso y Plasma. Estos

diferentes estados en [1] y [7] se pueden identificar por algunas caracteristicas que se
presentan a continuacion.
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2.4.1. Presion y temperatura.

Tanto la presion como la temperatura son variables (dependientes de la posicion x y el
tiempo t) fisicas que pueden ser aplicadas con escalas diferentes por ejemplo, existen
escalas absolutas que miden estos parametros y también escalas que miden estas cantidades
con respecto a puntos de referencia.

En Mecénica de Fluidos la presion es un término resultante de una fuerza de compresion
normal que actda sobre un &rea. La presion se define como:

= i AF, (2.6)
P= .airﬂu A4 '

donde AF, es la fuerza de compresion normal que actia en el area AA.Las unidades
métricas utilizadas para la presion son (N/m?) o Pascal (Pa).

2.4.2. Viscosidad.

La viscosidad es un parametro del fluido muy importante para el estudio de los fluidos,
esta ligada a la resistencia que opone un fluido a deformarse continuamente cuando se le
somete a un esfuerzo de corte. Esta propiedad es utilizada para distinguir el
comportamiento entre fluidos y s6lidos. Un fluido podria considerarse como viscoso si las
fuerzas de roce internas que acttan sobre él son apreciables, otra forma de decirlo es que
disipa una cantidad apreciable de energia asociada con el transporte de fluidos en ductos,
canales y tuberias debido al roce dado por las ecuaciones de Navier-Stokes. Si la viscosidad
del fluido no juega un papel importante en su movimiento, se le llama no-viscoso o ideal
expresado por las ecuaciones de Euler. Dependiendo de su viscosidad fluyen a mayor o
menor velocidad. Mientras mas viscoso fluye con menor velocidad, mientras menos
viscoso fluye con mayor velocidad y tienden a comportarse como aquellos fluidos que se
pueden desplazar sin presentar resistencia alguna (fluido ideal). Méas adelante, estudiaremos
fluidos reales, son los que presentan cierta resistencia al fluir.

La viscosidad se debe a las fuerzas que aparecen entre dos partes del fluido que se
desplazan una con respecto a la otra. Por lo tanto, la viscosidad es la propiedad de los
fluidos que provoca la aparicion de esfuerzos o tensiones cortantes y a su vez es
responsable de que se produzcan pérdidas y, por lo tanto, que el flujo sea irreversible.

La velocidad de deformacion de un fluido esta directamente ligada a su viscosidad. Con
un esfuerzo dado, un fluido altamente viscoso se deforma méas lentamente que un fluido
menos Vviscoso. Consideremos el flujo de la figura (1) donde 2 particulas del fluido se
mueven en la direccion x a diferentes velocidades, de manera que las velocidades de las
particulas u varian en la coordenada v. En la figura 1 se muestran dos posiciones de
particulas una con respecto a la otra. Para un flujo tan simple como ese, en el que
u = u(y), la viscosidad u del fluido se define como la siguiente relacion:

du
r=‘uﬁ,

(2.7)

10|Pagina



Aspectos Fisicos y Numérico-Computacionales de algunos problemas de la Mecanica de Fluidos

donde T es el esfuerzo cortante de la ecuacion (2.4) y u es la velocidad en la direccion x.
Las unidades fisicas de t son (N /m*)y las de x estan dadas por (N - s/m?).

porticulo 2

Figura 1: Movimiento relativo de 2 particulas de fluido en la presencia de esfuerzos
cortantes.

La cantidad du/dy es un gradiente de velocidad, puede ser interpretado como una
velocidad de deformacion y es una medida de cambio de velocidad, conocida también
como rapidez de corte.

La posicion relativa de sus moléculas puede cambiar continuamente, esto es que las
moléculas ya no permanecen en posiciones fijas, aunque las interacciones entre ellas siguen
siendo lo suficientemente grandes para que el liquido pueda cambiar de forma sin cambiar
apreciablemente de volumen, adaptandose al recipiente que lo contiene.

2.4.3. Densidad.

La principal propiedad para determinar si un medio es continuo es la densidad g que se
define como:

lim 2 (2.1)
= lim —, .
P A= AV

donde A es la masa incremental contenida en el volumen incremental AV.

Cuando se aumenta la temperatura de un fluido, los atomos que lo componen comienzan
a vibrar (el fluido se expande) ocupando mas espacio y, por tanto, aumentando su volumen.
Segun la relacion anterior, al aumentar el volumen la densidad sera cada vez mas pequefia y
el fluido sera cada vez mas "fluido™ [35].

La densidad de una sustancia es una variable dependiente cuya masa corresponde a un

volumen de dicha sustancia. A diferencia de la masa o el volumen, que dependen de cada
objeto, la densidad depende solamente del tipo de material de que esta constituido y no de
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la forma ni del tamafio de aquél. Se dice por ello que la densidad es una propiedad o
atributo caracteristico de cada sustancia. En los sélidos la densidad es aproximadamente
constante, pero en los liquidos, y particularmente en los gases, varia con las condiciones de
medida. Asi en el caso de los liquidos se suele especificar la temperatura a la que se refiere
el valor dado para la densidad y en el caso de los gases se ha de indicar, junto con dicho
valor, la presion.

2.4.4. Compresibilidad.

En Mecanica de Fluidos se considera tipicamente que los fluidos se dividen en dos
categorias que en la mayoria de los casos requieren un tratamiento diferente: los fluidos
compresibles y los fluidos incompresibles. Que un tipo de fluido pueda ser considerado
compresible o incompresible no depende sélo de su naturaleza o estructura interna sino
también de las condiciones mecanicas sobre el mismo. Asi, a temperaturas y presiones
ordinarias, los liquidos pueden ser considerados sin problemas como fluidos
incompresibles, aunque bajo condiciones extremas de presion muestran una
compresibilidad estrictamente diferente de cero. En cambio los gases debido a su baja
densidad aun a presiones moderadas pueden comportarse como fluidos compresibles. Por
estas razones, técnicamente mas que hablar de fluidos compresibles e incompresibles se
prefiere hablar de los modelos de flujo adecuados para describir un fluido en unas
determinadas condiciones de trabajo y por eso mas propiamente se habla de flujo
compresible e incompresible.

La descripcion matematica de un fluido incompresible (es decir de densidad constante)
en las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes se hace mediante:

e El campo de velocidades u(x,t) = (u,(x,t),1,(x,t),u;(x 1)) que nos da la
velocidad que tendria una particula en cada punto x = (x1,x2,x3) del espacio y
cada tiempo t.

e Lapresion p = p(x,t) del fluido.

Todos los fluidos son compresibles en cierto grado (un fluido se considera compresible si
la velocidad del fluido es comparable o mayor que la velocidad del sonido en el fluido.)
Normalmente uno puede suponer que los fluidos, incluso el aire a velocidades bajas, son
incompresibles (o en otras palabras su volumen permanece constante frente a los cambios
de presion que experimenta el fluido).

Consideremos que los liquidos en general son incompresibles, igual que los gases a bajas
velocidades.

2.5. Tipos de Fluidos.
2.5.1. Fluidos Newtonianos.

Los fluidos se dividen en dos grandes grupos en [1] y [7], los newtonianos y los no
newtonianos.
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Un fluido newtoniano es aquel que cumple con la ley del rozamiento de Newton,
también llamada ley de Newton de la viscosidad.

"Para un determinado fluido, la tensién tangencial de rozamiento aplicada segin una
direccion es directamente proporcional a la velocidad en la direccion normal a la primera,
siendo la constante de proporcionalidad correspondiente el coeficiente de viscosidad™. [9]

Este tipo de fluidos presentan una relacion lineal entre el esfuerzo y la tasa de
deformacién que actdan sobre ellos. Ejemplos de este tipo de fluidos comunes que se
comportan de esta manera bajo condiciones normales de presion y temperatura son: aire,
agua, gasolina y algunos aceites minerales.

2.5.2. Fluidos no Newtonianos.
La otra categoria en [1] esta compuesta por los fluidos no Newtonianos:

Son aquellos cuya viscosidad varia con el gradiente de tension que se le aplica (no
lineales). Como resultado, un fluido no Newtoniano no tiene un valor de viscosidad
definido y constante a diferencia de un fluido Newtoniano y se clasifican de la siguiente
manera:

a) Dilatantes

Los Dilatantes (arenas movedizas, lechadas) al aumentar el esfuerzo cortante la viscosidad
aumenta es decir ofrece mayor resistencia al movimiento.

b) Incompresibles

Incompresibles son aquellos en los que su densidad es constante en espacio y tiempo.

c) Plésticos

Plasticos son los que se comportan como fluidos o como sélidos, dependiendo de la tensién
tangencial de rozamiento que actle sobre ellos y que fluyen Gnicamente cuando alcanzan la
denominada tension critica de flujo.

d) Plasticos ideales

Plastico ideal (o fluidos de Bingham) a diferencia de los fluidos Newtonianos estos
requieren un esfuerzo inicial T; para comenzar a deformarse pero la viscosidad es
constante, La pasta de dientes es un ejemplo que también requiere de un esfuerzo cortante

minimo para empezar a moverse, mas no existe entre ellos un relacion lineal esfuerzo-
velocidad de deformacion.
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e) Pseudoplasticos

Los pseudoplésticos no requieren de esfuerzos iniciales para comenzar el movimiento, pero
la viscosidad es variable, a medida que aumenta el esfuerzo cortante, la viscosidad
disminuye, es decir ofrece menor resistencia al movimiento. Ejemplos de fluidos
pseudoplasticos son: algunos tipos de mostaza, algunas clases de pinturas, suspensiones
acuosas de arcilla, etc.

f) Viscoelasticos

Los Viscoelasticos son los que ademés de presentar las propiedades de los no newtonianos,
estan dotados de algunas propiedades que caracterizan a los so6lidos, como la elasticidad.

g) Reopecticos

Los Reopécticos son viscoelasticos cuya viscosidad aparente aumenta cuando lo hace el
tiempo de aplicacion de la tension tangente de rozamiento y se llaman tixotrépicos cuando
ésta disminuye.

2.6. Regimenes de flujo

Al movimiento de un fluido se le conoce como flujo [13], el movimiento de los fluidos se
puede clasificar de muchas manera, atendiendo a diversas caracteristicas. A continuacion se
mencionaran los diversos tipos de flujos en un fluido.

a) Régimen Laminar y Turbulento.

Un flujo se considera laminar cuando las particulas de un fluido se mueven a lo largo de
trayectorias bastante regulares, de manera que el fluido se puede considerar como un
conjunto de capas paralelas entre si e independientes que se deslizan una sobre la otra.

El régimen es turbulento, cuando en el seno del fluido se forman remolinos. Esta
turbulencia se puede formar de diferentes formas, ya sea por contacto con sélidos
[turbulencia en pared o por contacto con otras capas de fluidos (turbulencia libre)].

El flujo turbulento consiste en un conjunto de torbellinos de diferentes tamarios que
coexisten en la corriente del fluido. Continuamente se forman torbellinos grandes que se
rompen en otros méas pequefios. El tiempo méximo del torbellino es del mismo orden que la
dimension minima de la corriente turbulenta.

Un torbellino cualquiera posee una cantidad definida de energia mecanica como si se
tratase de un trompo. La energia de los torbellinos mayores procede de la energia potencial
del flujo global del fluido. Desde un punto de vista energético la turbulencia es un proceso
de transferencia, en el cual los torbellinos grandes, formados a partir del flujo global,
transportan la energia de rotacion a lo largo de una serie continua de torbellinos mas
pequefios. Por tanto estamos ante una consecuencia del teorema trabajo-energia.
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b) Flujo estacionario y no estacionario.

Decimos que un flujo es estacionario o permanente cuando las propiedades y
caracteristicas del flujo, en cada punto del espacio, permanecen invariantes en el tiempo.
Por tanto, una caracteristica de los flujos estacionarios es que el campo de velocidad es

independiente del tiempo por lo tanto % = 0. En caso contrario (g + ﬂ) se dice que el

flujo es no estacionario 0 no permanente, al menos en un intervalo de tiempo que
corresponda al estado transitorio.

c) Flujo rotacional y no-rotacional

Si alguna particula del flujo rota se dira que el flujo es rotacional. Si ninguna particula lo
hace se dira que el flujo es no-rotacional.

2.7. Leyes de Conservacion

2.7.1. Ley de conservacion de la masa

Existen tres leyes que forman la base del estudio de la mecanica de fluidos [1], [5] [6] ¥
[7]. La primera de ellas es la ley de conservacion de la masa, que establece que la materia
es indestructible [7].

Al mencionar la segunda y tercera ley se debe introducir un concepto que es el de
sistema: en este se define una cierta cantidad de materia en la cual se fijara nuestra
atencion. Cualquier cosa externa al sistema queda por fuera de los limites de este, tales
limites pueden ser reales o imaginarios y ademas pueden ser también fijos 0 méviles.

2.7.2. Ley de conservacion de la cantidad de movimiento

Segunda ley de fundamental [1], la conservacion de la cantidad de movimiento: dicha
ley establece que la cantidad de movimiento en un sistema dado permanece constante si no
hay fuerzas que actlen sobre €l. Esto se basa en el principio de la segunda ley de Newton
que dice “La suma de todas las fuerzas externas que actlian en un sistema es igual a la
velocidad de cambio de su cantidad de movimiento lineal”. [9]

Se puede decir que la segunda ley de Newton, tedricamente describe todos los tipos y
escalas de movimiento, sin embargo, en la préactica aun no es posible estudiar y analizar
simultdneamente todos estos movimientos, por lo que tradicionalmente se simplifica esta
sistema dependiendo de las escalas de movimientos que se quieren estudiar; es decir, las
dimensiones espaciales y temporales del fendmeno a estudiar.

2.7.3. Ley de conservacion de la energia
La tercera ley fundamental en [1], es la de conservacion de la energia, la cual también
se conoce como la primera ley de la Termodindmica. Esta nos dice que la energia total de

un sistema aislado permanece constante. Si un sistema esta en contacto con sus alrededores,
su energia se incrementa solo si la energia de sus alrededores disminuye respectivamente.
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En general para el estudio de fluidos incompresibles estas tres leyes suelen ser mas que
suficientes, esto es, en la mayoria de los casos aunque también ocurren pequefios cambios
en la presion densidad y temperatura, sin embargo para fluidos compresibles, es necesario
introducir otras relaciones de modo que los cambios de densidad, temperatura y presion se
tomen en cuenta apropiadamente.

En el presente estudio nos enfocaremos en los fluidos incompresibles asi que estas tres
leyes mencionadas con anterioridad, seran la base para resolver nuestro problema.

2.8. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las situaciones fisicas en las cuales interviene un fluido son innumerables y la dinamica
del mismo puede depender de factores tales como la temperatura, la gravedad o la presencia
de un campo magnético.

Las ecuaciones que rigen toda la mecénica de fluidos se obtienen por la aplicacion de los
principios de conservacion de la mecénica y la termodindmica a un volumen fluido. Para
generalizarlas usaremos el teorema del transporte de Reynolds y el teorema de la
divergencia (o teorema de Gauss) para obtener las ecuaciones en una forma mas util.

Las tres ecuaciones fundamentales [1], en general para fluidos compresibles y viscosos,
son: la ecuacion de continuidad, la ecuacion de estado, la ecuacion de cantidad de
movimiento, y la ecuacion de conservacion de la energia. Estas ecuaciones pueden darse en
su formulacion integral o en su forma diferencial, dependiendo del problema. A este
conjunto de ecuaciones dadas en su forma diferencial también se les denomina ecuaciones
de Navier-Stokes, para fluidos viscosos [4], [17], [19] y [31], y las ecuaciones de Euler,
para fluidos no viscosos.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales
no lineales que describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones gobiernan la
atmosfera terrestre, las corrientes oceénicas y el flujo alrededor de vehiculos o proyectiles
y, en general, cualquier fenémeno en todo tipo de fluidos viscosos.

Estas ecuaciones se obtienen aplicando los principios de conservacién de la mecanica y
la termodindmica a un volumen fluido. Haciendo esto se obtiene la llamada formulacion
integral de las ecuaciones. Para llegar a su formulacion diferencial se manipulan aplicando
diferentes teoremas matematicos, llegando asi a la llamada formulacion diferencial, que
generalmente es mas Util para la resolucion de los problemas que se plantean en la
mecénica de fluidos.

Como ya se ha dicho, las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales para las cuales no existe una solucion general debido a su
complejidad, por lo que para cada problema concreto de la mecanica de fluidos se estudian
estas ecuaciones, buscando simplificaciones que faciliten la resolucion del problema. En la
mayoria de los casos no es posible obtener una solucion analitica, por lo que hemos de
recurrir a soluciones numericas generadas por computadora.
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A continuacién se muestran las ecuaciones en su forma dimensional.
Ecuacién de Continuidad de la masa
La masa de un medio continuo viene descrita en [1] por la introduccion del campo

densidad . Si la densidad es g, (X, en el instante inicial y ocupa un volumen vy al
cabo del tiempo tiene una densidad p(X, y ocupa un volumen , resulta:

m= | pot,00a% = | p(x,0av.
o v

(2.9)
d dplx, d
& . p(x,t]dl}f=-£ (%+ ‘Fp(x,t]-v)dV—FL p[x,t]a[dl}f]

=J (¥+‘Fp(mt}-v+p(x,t]?-v)dv=ﬂ.

Esto debe ser valido para todo el sistema y para cualquier parte del mismo. Si
consideramos un volumen ¢, arbitrario e infinitesimal, obtenemos

dp(x,t)

dp
o +‘Fp(x,t]-U+P[X,t]?-v—5+?-[paﬂ]—ll

por el teorema de la divergencia también se puede expresar asi:

d
—p-i-‘i-"-(pv]:lil

dat
La evolucién del sistema se dice que es incompresible si cada particula material (cada
elemento infinitesimal) de volumen no cambia su densidad, es decir 22 =, por lo que en

dt
este caso de sistema incompresible la ecuacion de continuidad de la masa queda pV-v =

y como la densidad, aunque sea funcion de punto, es en general definida positiva resulta

V-v =, el campo de velocidad es necesariamente de divergencia nula y se dice que es
solenoidal. Las lineas del campo de velocidad o bien se cierran sobre ellas mismas o su
origen y al final tiene lugar sobre la superficie del contorno del medio continuo.

Si la evolucion es estacionaria, no es funcion explicita de y la ecuacion de
continuidad se escribe como:

V-(pv) =0,

en la que la evolucion no es necesariamente solenoidal, puesto que en general la densidad
no tiene que ser independiente del punto, por ejemplo en un gas.
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Esto ultimo porque el volumen de integracion 1V, V, <, es arbitrario. La ecuacion de
continuidad en [1], expresa una ley de conservacion en forma matemética y es una
herramienta muy atil para el andlisis de fluidos que se transportan a través de tubos o
ductos con didmetro variable. En estos casos, la velocidad del flujo cambia debido a que el
area transversal varia de una seccién del ducto a otra.

pw-ndﬂﬂ=f

d J- di +
dt :*--_JG1LF an

r-ndﬂﬂ-l—fpfdﬂ
an ]

(2.10)
a
E(,ﬂv}#?- (pvv) =pf +V-T.

Ecuacion de cantidad de movimiento en [1], forma integral y diferencial.

De lo anterior se puede decir que la suma de las cantidades de movimiento de un sistema
aislado de dos cuerpos que ejercen fuerzas entre si, es constante, independientemente de la
forma en que se sumen las fuerzas. A esto se le [lama el principio de la conservacion de la
cantidad de movimiento.

La ley de conservacion de la energia constituye el primer principio de la termodinamica y
afirma que la cantidad total de energia en cualquier sistema aislado (sin interaccién con
ningln otro sistema) permanece invariable con el tiempo, aunque dicha energia puede
transformarse en otra forma de energia. En resumen, la ley de la conservacion de la energia
afirma que la energia no puede crearse ni destruirse, s6lo se puede cambiar de una forma a
otra, por ejemplo, cuando la energia eléctrica se transforma en energia calorifica.

 [ole+)ens
dtﬂ'ﬂ §+7L +a

1,
_.-:.r(e +;1:"]v-r1dﬂﬂ =J‘

n-’r-vdﬂﬂ-l—J‘ _.-:.rf-vdﬂ—J‘ q-nddl
a0 o a0

n

(2.11)
D

1,
pa(e+iv‘)=—?-(pv]+?-[T’-v]+pf-v+?-(k‘FT]

Ecuacion de la energia en [7], forma integral y diferencial.

En la mayoria de los casos no se dispone de una solucidn general para este conjunto de
ecuaciones, y salvo cierto tipo de fluidos y situaciones muy concretas no es posible hallar
una solucién analitica; por lo que en muchas ocasiones hemos de recurrir al analisis
numérico para determinar una solucion.

2.9. Ecuaciones de Navier-Stokes en variables primitivas.
El movimiento de un fluido newtoniano puede ser descrito mediante las ecuaciones de
Navier-Stokes que son una combinacion de ecuaciones de continuidad para la masa y

ecuaciones no-lineales de transporte para la conservacion del momento [33]. La solucion
del conjunto de ecuaciones diferenciales parciales acopladas no-lineales representa un gran
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problema desde el punto de vista computacional y el interés en determinar las soluciones
merece atencion debido a la cantidad de aplicaciones técnicas. En este trabajo, se hara uso
de la formulacion funcion corriente-vorticidad de las ecuaciones de Navier-Stokes y las
solucionaremos para el caso no estacionario de un fluido viscoso," incompresible e
isotérmico con geometria bidimensional. Para determinar la solucion numérica se considera
el metodo de diferencias finitas en [16], [17] y [22] para discretizar y solucionar las
ecuaciones diferenciales parciales acopladas al sistema.

Tanto en estudios del Océano como en Meteorologia, una de las principales variables de
estudio, y que posteriormente condicionan todas las demas, es la velocidad del viento (para
Meteorologia) o del agua del océano (para Oceanografia) en cada punto del espacio que
ocupe nuestro estudio. En realidad conceptualmente no existen grandes diferencias entre el
comportamiento del Océano y la Atmdsfera [20]. Ambos se consideran fluidos, y todos los
fluidos vienen gobernados por unas ecuaciones matematicas: las ecuaciones de Navier-
Stokes. En un modelo matematico de Atmosfera-Oceano acoplado solamente resalta la
diferencia en densidad ya que el agua es un fluido mucho mas denso que el aire de la
Atmosfera (la densidad del agua es aproximadamente 10% veces mayor que la del aire esto
es: Zagus = 103),

Paira

Habria que sefialar sin embargo que, si bien todos los fluidos se podrian estudiar de
forma similar desde el punto de vista matematico, un fluido con una viscosidad pequefia
presenta serias dificultades. Para empezar, debido a su naturaleza, los fluidos con
viscosidad pequefia presentan en su comportamiento gran cantidad de pequefios remolinos
0 vortices (que cualquiera de nosotros puede observar en cualquier rio, en cualquier esquina
de la calle en dias de viento, etc.) [7]. Cuanto méas aparezcan este tipo de estructuras, mas
complejo de estudiar se vuelve el sistema. Si un fluido presenta demasiados, entonces el
fluido presenta un comportamiento caotico, y si este es el caso, su estudio se complica de
manera espectacular. El caso de la atmosfera es un ejemplo de fluido que presenta un
comportamiento caotico [20], de ahi que las predicciones meteorologicas que se realizan
hoy dia tengan una fiabilidad muy baja a partir del tercer dia.

El océano es un fluido mas viscoso que el aire de la atmésfera [20]. Si bien su estructura
también se clasifica como cadtica por muchos expertos, es justo decir que es menos caotica
que fluidos como el de la atmosfera. Una de las simplificaciones mas importantes que se
suele hacer es considerar que el fluido es incompresible. Esto reduce las ecuaciones de
estudio. En concreto, las ecuaciones matematicas que gobiernan fluidos incompresibles
(ecuaciones de Navier-Stokes) son las siguientes.

El movimiento de los fluidos Newtonianos queda totalmente descrito por las ecuaciones
de Navier-Stokes. En la formulacion de variables primitivas la forma explicita de la
ecuacion es:

En los fluidos Newtonianos la viscosidad es constante, esto es, no depende ni de la presion ni de la
temperatura, lo cual nos permite tener expresiones sencillas para las condiciones de frontera.
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du ﬂv_

£+£_ (2.12)

du du du dp
tu_—tv_—=

1
at dx dy -_E;+ Re

(Re)ﬂu (2.13)

E+ua+iﬂa}r——a}r

dv v v ﬂp_i_(l)ﬂ 514
7e v (214)

donde u y v son las velocidades a lo largo de los ejes x y y respectivamente, t es el tiempo,
Re es el numero de Reynolds, es la viscosidad del fluido y p es la presion que actla

sobre el fluido [32] y [33].

Aqui nos encontramos con las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles, no
estacionarias en 2D en la tradicional formulacion de variables primitivas donde uy v son
las velocidades a lo largo de los ejes x y y respectivamente, t es el tiempo, Re es el numero

de Reynolds, representa la viscosidad del fluido y p es la presion.

Esta formulacion representa el fenémeno del flujo aunque su solucion es normalmente
dificil de obtener, debido al término de la presion en (2.13) y (2.14) y la condicién de
incompresibilidad  (2.1.

A fin de evitar el manejo de la variable presion, y satisfacer la condicion de
incompresibilidad, se utiliza para las ecuaciones de Navier-Stokes una formulacién
alternativa conocida como Funcién Corriente-Vorticidad.

En (2.1 se muestra la condicién de incompresibilidad que ha sustituido a la ecuacion
de continuidad en (2. con la densidad constante en tiempo y espacio.

En aquellos sistemas fluidos bidimensionales, incompresibles y estacionarios, en los que
dada la simetria del problema la velocidad solamente tiene dos componentes u(x,v) y
v(x,v) la ecuacion de continuidad se escribe en (2.12).

La condicion de divergencia nula :—“+:—”= se obtiene de la hipotesis de
x ¥

incompresibilidad del fluido. Fisicamente expresa que las deformaciones que puedan
presentar distintas regiones del fluido, nunca pierden ni ganan volumen, sélo modifican su
forma.

Las siguientes expresiones -y  corresponden con la variacion a lo largo del tiempo de

cualquier region del fluido. Para hacernos una idea, nos daria informacion de cémo una
region va variando su forma dependiendo del propio movimiento del fluido.
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Los términos (;—E) Ly (;—E) - £ representan la viscosidad del fluido, que esta dada

1 . , . , .
por el escalar (E' Cuanto mayor sea esta cantidad, mas viscoso serd nuestro fluido, y por
tanto, presentara mayor resistencia a fluir.

En los fluidos intervienen otro tipo de fuerzas que son las denominadas por gradiente de
presion (alrededor del ala el gradiente de presion, combinado con la velocidad, ambos
aspectos aparecen en la ecuacion de momento, y son los responsables de que un ave o un
avion sean capaces de volar). Estas son las responsables de que el fluido se mueva hacia
regiones donde la presion sea mas baja, buscando asi un estado de reposo.

2.10. Formulacion funcién corriente-vorticidad

Se han propuesto varios esquemas para dar una solucion a las ecuaciones de Navier-
Stokes, en variables primitivas y en formulacion funcion corriente vorticidad, aunque estos
ultimos, particularmente fluidos viscosos e incompresibles gobernados por las ecuaciones
mencionadas anteriormente se han vuelto muy populares debido a las ventajas asociadas a
este tipo de problemas

En dos dimensiones las ecuaciones de Navier-Stokes se expresan a menudo utilizando la
formulacion funcidn corriente W y la vorticidad « en lugar de las variables primitivas. En
esta representacion la determinacion de la vorticidad y la funcion corriente resulta
independiente de la presion p lo cual reduce notablemente el esfuerzo de computo [34],

[35]'y [36].

A continuacion se describe brevemente la deduccion de las ecuaciones para la funcion
corriente y la vorticidad.

La funcion corriente se define como:

_ o _ o
_a}r’ v_ﬂx

u (2.15)

En donde u representa la velocidad a lo largo del eje x, y v es la velocidad a lo largo del
eje v. La forma en que esta definida W hace que necesariamente se satisfaga la ecuacion de
la continuidad (2.9). Ademas es facil verificar que:

(V-V)y=0
Que implica que la velocidad V = (u, ) es tangente a las lineas de corriente (también

Ilamadas lineas de contorno). La vorticidad por otro lado, se define como el rotacional del
campo de velocidades y, en el caso bidimensional, se obtiene:

du dv
——  (216)

@= dv dx
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La Formulacion funcién Corriente-Vorticidad queda descrita a continuacion:
1
W = o [wxx + w}.}.) + [uwx + vw}.) =0 (2.17)

wxx +1|EI_}'_}' = _M(I,}’j. (218}

u=vy, v=- W =1U, — V. (2.19)

D ¥ x

al aplicar el rotacional en la ecuacion del momento en variables primitivas (2.13), se
. , . . 1

obtiene el parametro de la viscosidad, que esta dado por v =0 donde Re denota el
(]

nimero de Reynolds, si v = 0se tienen las ecuaciones de Euler para fluidos ideales

incompresibles.

Las expresiones anteriores, no lineales, forman un conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales acopladas equivalentes a las ecuaciones originales en donde se satisface
autométicamente la ecuacion de la compresibilidad (2.12). Esta formulacion es
particularmente conveniente para algunos calculos pues tanto la vorticidad w como la
funcion corriente W estan desacoplados de la variable presion p. Asi cuando se desea
calcular la velocidad por medio de la vorticidad « y de la funcion corriente W no es
necesario conocer de forma explicita, la de presion p en el fluido. Ademas, el uso de w y W
es mas eficiente que la formulacion original que utiliza las variables primitivas (u, v, p), ya
que al introducir la funcidn corriente W se elimina la solucion explicita de la ecuacion de
continuidad y por lo tanto el problema contiene solo dos incognitas (W y w) en vez de las
tres originales (1, v, ) Aunque el planteamiento del problema en la formulacion funcién
corriente-vorticidad es muy util ya que simplifica notoriamente el célculo numérico, el
tratamiento y obtencion de las condiciones de frontera necesarias para tener el problema
correctamente planteado es un poco mas complicado como veremos mas adelante, lo cual
hace que la formulacion sea mas limitada.

En el caso de querer extender la formulacion funcidn corriente-vorticidad en tres
dimensiones [27] la tarea no es tan sencilla ni directa como para el caso bidimensional pues
es necesario encontrar una generalizacion de la definicion de vorticidad « y de funcion
corriente Ww. Ademas, en tres dimensiones el procedimiento se torna mas complicado desde
el punto de vista computacional ya que en la formulaciéon funcion corriente-vorticidad
aparecen seis variables en lugar de las cuatro originales [33].

Por ultimo, cabe mencionar que en otras referencias consultadas, se discuten otras
formulaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso bidimensional tales como la
de velocidad-vorticidad en donde nuevamente las ecuaciones resultantes no dependen de la
presion p. [29]

Ademas hay que afadir que cualquier modelo de ecuaciones matematicas debe ser
estudiado en una region del espacio (o del plano, si el modelo es bidimensional). De esta
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forma, y para ser matematicamente correctos, debemos sefialar explicitamente cuél es el
dominio (region) de validez. Para que ademas podamos resolver el modelo, también es
necesario conocer como se comporta el fluido que queremos estudiar en la frontera del
dominio, esto es, se requieren las condiciones de frontera. Mas adelante se considera un
ejemplo para entender esto Gltimo, con el denominado problema del vortice de Taylor.

2.11. Vorticidad

Desde el punto de vista de la fisica tedrica, el movimiento del aire (Meteorologia) y del
agua (Oceanografia) representan principalmente un problema de dinamica de fluidos, que
puede ser representado y analizado por la segunda ley de Newton y por las leyes de
conservacion de la masa y del momento angular. Como ya se habia mencionado la segunda
ley de Newton establece que el movimiento de un cuerpo cambia bajo la accion de una
fuerza [9].

Por su parte, la ley de conservacion de la masa o ecuacion de continuidad, establece que
el cambio en el campo de velocidad de un fluido estd directamente relacionado con el
cambio en la densidad del mismo fluido; finalmente, el principio de conservacion de
momento angular establece que el cambio en el giro de los fluidos (aire y agua) al cambiar
su posicion en el espacio. Este concepto es conocido como vorticidad y es la caracteristica
de de los fluidos que expresa su tendencia a rotar. Estos tres principios contienen las bases
de la Oceanografia y el estudio de la Atmosfera, pues con ellos se relacionan la masa, la
fuerza y los cambios de velocidad ya sea en el aire o en el agua. Ademas se requiere de la
primera ley de la termodinamica, en donde se relacionan los cambios de calor con el trabajo
y la energia [20].

Tal como ya observé Leonardo da Vinci, el régimen turbulento se caracteriza por la
aparicion de remolinos (torbellinos) a muy diversas escalas espaciales. La aparicion de
estructuras “rotantes” en el seno de un campo vectorial sugiere la introduccién de un
operador vectorial clasico que las caracteriza: el rotacional. En el contexto de la mecénica
de fluidos se define la vorticidad como la circulacion por unidad de area en un punto del
flujo y es un vector que juega un papel crucial. La vorticidad se define como:

oD =V X ulx,t) = (614:3 B 614:2’614:1 B 6u3’6u2 B 61::1)
dx, dx; dxg; dx, dx; Jdx,

La vorticidad es un término usado en mecanica de fluidos que se puede relacionar con la
cantidad de circulacion o rotacion de un fluido. Para ejemplificar se puede suponer un rio
en el que cada particula y sus vecinas se mueven con una velocidad fija en una sola
direccion (flujo laminar). En este caso la vorticidad del fluido es nula. Mateméticamente la
vorticidad es definida como el rotor o rotacional de la velocidad.

Se habla de vorticidad ciclonica y anticiclénica, para referirse a si la orientacion del giro
es en el sentido de la rotacion terrestre o contrario, respectivamente. EI movimiento de un
fluido se puede denominar solenoidal si el fluido gira en circulo o en hélice, o de forma
general si tiende a rotar en torno a un eje.
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Un vortice es un flujo turbulento en rotacion espiral con trayectorias de corriente
cerradas. Como vortice puede considerarse cualquier tipo de flujo circular o rotatorio que
posee vorticidad
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3. ESQUEMA NUMERICO Y RESULTADOS NUMERICOS
3.1 Esquema Numerico

Sea 11 c R¥(N = 2,3} la region del fluido viscoso, incompresible e isotérmico, y T' su
frontera.
Para la discretizacion temporal se utiliza un esquema de aproximacién de segundo orden:

ntl _ n n—1
filx (n+1)At) = 3f ;i; +f ,x el (3.1)

donde n = 1,y Atrepresenta el paso del tiempo y w"™ = w(x,rAt) para una funcion w.
Ademas se sabe que (3.1) es una aproximacion de segundo orden para una funcién w
suficientemente suave.

Una vez que la derivada temporal de la vorticidad, «w, en (2.17), se aproxima con (3.1), el
sistema totalmente implicito queda de la siguiente forma:

ﬂll.fn-'-l — _mn+1 en N
(3.2)
™! —vAW™t + 0™ Vo™ =f  n=1len0
donde:
3 f 4™ — ™1t
C{ = _’ = H
2At = 2At

y u = (u,,u,) donde u, v u, son las componentes de la velocidad, en términos de 1, estan
dados por (2.15). Después a cada paso de tiempo, un sistema de ecuaciones no lineal
eliptico, tiene que ser resuelto como sigue:

Mr=—wenil, W=0enT;
(3.3)

aw —vAw+u-Vw = f en(l, w=w. enl.

Para obtener (W1,w?) en (3.2) cualquier método de segundo orden usando una combinacion
de un paso puede ser aplicada a sistemas estacionarios (donde la velocidad del fluido en un
punto es constante con el tiempo), asi utilizando la forma (3.3).

El método a utilizar es el método de iteracion de punto fijo aplicado a un sistema de
ecuaciones no lineales eliptico que resulta después de realizar la discretizacion de segundo
orden en el tiempo. Este método iterativo nos lleva a la solucién de problemas elipticos
lineales, simétricos, bien condicionados y desacoplados.

Sea:

R (wY)=aw—viw+u-Vw—f, enld
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Y los siguientes sistemas
Al = —w en 0,y = 0 sobre (3.
R, (w,W)=0enu=w, sobreT
donde  denota las condiciones de frontera para w. Se resuelve en el tiempo (n+1),

mediante el proceso iterativo de punto fijo con w °= w " dados, hasta que sea convergente
enw.

g
AP™H = —w™ en ), Y™ =0 sobreT;
< @™ = w™ — py (el — vA) TR, (0™ W™ 1) en ) (3.5)
w™t =w_ " sobrel,p, = 0.
\

Finalmente el sistema (3.5) es equivalente a:
(

AP™ = —w™ en), Y™ = 0 sobreT;

A

(el —vA)™ ™ = (o —vA)0™ — p R, (0™ W™ ) en0,p, =0, (3.6)

m+1:w

tw crenl

\

Es sabido que para la discretizacion espacial de problemas elipticos como estos (3.6)
pueden ser utilizados métodos como diferencias finitas o elementos finitos, siempre y
cuando se trabaje con dominios rectangulares, ademas es también sabido que existen
programas dedicados a resolver este tipo de problemas de manera eficiente, ejemplo de esto
es el programa que se utilizd Fishpack [5] donde los sistemas lineales elipticos son
resueltos mediante un método de reduccion ciclica iterativo. También sabemos que si
trabajamos con elementos finitos todas las discretizaciones espaciales de segundo orden
pueden ser obtenidas mediante un método de elementos finitos lineales, como el reportado
en [18].

Observacion: a diferencia de este esquema, el problema del VVortice de Taylor no se pudo
resolver numéricamente en su totalidad, solamente el problema eliptico para la funcién
Corriente (3.5) usando en su lado derecho, la Vorticidad « que se obtiene a partir de la
solucion analitica en el correspondiente nivel de tiempo, y en consecuencia no se itera (en
un trabajo futuro se tratara de resolver esta dificultad).
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A continuacion se presentaran los problemas prueba utilizados para la comprobacion de
los resultados numéricos obtenidos.

3.2 Vortice de Taylor

En este problema se describe la solucion numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes en
dos dimensiones para el caso de un fluido no estacionario (el tiempo taparece
explicitamente), incompresible e isotérmico. El método desarrollado para determinar la
solucion se basa en el uso de la técnica conocida como diferencias finitas para la
discretizacion de las ecuaciones diferenciales. Se considera, como aplicacion, el problema
del vortice de Taylor, en dicho ejemplo tenemos un fluido delimitado por su frontera. La
solucion explicita del problema se considera en la representacion funcion corriente-
vorticidad [17], [25] y [26].

Para poder mostrar la manera en que se solucionan las ecuaciones de Navier-Stokes en la
formulacion funcién corriente-vorticidad se considera el caso de un fluido no-estacionario,
viscoso, incompresible e isotérmico.

Primero consideraremos el problema del vortice de Taylor [19] gobernado por las
ecuaciones [2.12-2.14] en la region 0 = x,y = 2m. La solucion exacta de este problema
esta dada por las siguientes ecuaciones:

u (,,£) = — Cos(x) - Sen(y) - e Fe
(3.7)

—2t

v (x,v,t) = Sen(x) - Cos(v)-eRs
Las siguientes son las condiciones iniciales en la formulacién de variables primitivas.

u (x,v%,0) = — Cos(x) - Sen(y)
(3.8)
v (x,v,0) = Sen(x) - Cos(v)

Para poder obtener las condiciones iniciales en la Formulacion funcién corriente-
vorticidad en el problema del vortice de Taylor es necesario tomar las condiciones en (3.8)
y a partir de ellas derivar tomando en cuenta las ecuaciones en (2.19) de la siguiente
manera.

u=1,, =  Y=Cos(x) Cos(y)+k,
(3.9)
v=—1y, , = Y= _Cos(y) Cos(x)+k,

donde k,y k, son constantes que pueden ser tomadas como cero.
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u, = —cos(x) -cos(y), v, =cos(x)-cos(y) (3.10)
w = —2-cos(x) - cos(y)

Ahora se obtendran las condiciones de frontera para el VVortice de Taylor en Formulacién

funcién Corriente-Vorticidad a partir de las condiciones de frontera en la formulacion de
variables primitivas.

—2t —2t
u(0,y,t) = —Sen(y)-eRe , u(2my,t) = —Sen(y)-eRe

Wt = 0, Periodica en x.
v(0,y,t) =0, w(2myt) =0

u(x,0,t) =0, u(x2mt)=0
¥t = 0,Periodica en y.
-1t -zt
v(x,0,t) = Sen(x)-e®e ,  w(x,2m,t) = Sen(x)-e B

A continuacion aparecen las condiciones de Frontera del problema en su formulacion

funcion Corriente-Vorticidad que es la utilizada para resolver el problema. Las condiciones
de Frontera de la funcién Corriente son:
(

U, =u
) U, (07,8 =0 = Y (0,y,8)=c
L v (2r,y,t) =0 = Y (2myt) =c

donde ¢; ¥ ¢, son constantes y si ¢; = ¢,, = W(0,y,t) = W(2m, y, t). vt = 0.

( b = v

(3.11)

- -

W, (x,0,t) = —Sen(x) - e%ﬂt = P(x,0,t) =— fSen(x]e%;rdx +ky(t)

< W(x,0,t) = Cas(x]e%:-i- ki(t)

W, (x,2m,t) = —Sen(x) - e%ﬂr = U(x,2m,t) =— J SEH(x]e%:dx + k(1)

L W(x,2m,t) = Cﬂsfx]e%:-l- k(1)
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donde k,(t) v k,(t) son constantes y ademas se tiene que si se cumple la siguiente
igualdad k,(t) = k,(t), = w(x,0,t) = w(x, 27, t). ¥ es periddicaen xy y, ¥t = 0.

Las condiciones de Frontera de la funcién Vorticidad se obtienen de (2.19) y son:

( i3
m(ﬂ,}’, tj = 2. COS[}’] . g Re

2

w(2m,y,t) = 2-Cos(y) - e Re

< (3.12)

2
w(x,0,t) =2-Cos(x) -e&s

2

L w(x,2m,t) =2 - Cos(x)-eRes

3.3. Graficas de la solucién.

Ahora veremos las graficas resultantes de la solucion analitica y de la solucion numérica
utilizando variaciones importantes en el nimero de Reynolds Re, y en el tiempo t.

7S

230

-

N
N
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7

56 100 150 2(I)
Figura 3.1. Solucioén analitica. Lineas de Corriente de la Funcion Corriente Re =100y t =10
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Figura 3.2. Solucion analitica. Isocontornos de la Funcién Vorticidad Re=100 yt=10

Estas graficas representan la solucién analitica del problema en cuestion.
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Figura 3.3. Solucion numérica. Lineas de Corriente de la Funcién Corriente Re=100y t =10
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Figura 3.4. Solucion numeérica. Isocontornos de la Funcion Vorticidad Re=100y t =10

Aqui podemos apreciar la solucion numérica obtenida a partir de nuestro programa, se
puede apreciar facilmente que son muy similares a las de la solucién analitica. A partir de
este momento se omitiran las graficas que muestran las lineas de corriente y vorticidad
como las mostradas anteriormente y en su lugar se colocaran graficas en 3D que muestran

el desempefio del fluido a lo largo del tiempo y con cambios importantes en el nimero de
Reynolds.
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Figura 3.16. Lineas de Corriente de la Funcién corriente Re =7500 y t =1000

Aqui se muestra de forma clara puntos minimos y maximos de las graficas obtenidas

mediante el analisis numérico y analitico llevado a cabo. En estas tablas estan presentes los
distintos parametros de viscosidad representados por el nimero de Reynolds con diferentes
variaciones en el tiempo.

Tabla 3.1: Solucion exacta valores minimos y maximos del Vértice de Taylor

Reynolds Tiempo Funcién Corriente
Min. Max.
100 10 -0.818730753055888 0.818730753077982
100 1000 -2.061153622382938E-009 2.061153622438558E-009
3200 10 -0.993769490596578 0.993769490623395
3200 1000 -0.535261428504546 0.535261428518990
7500 10 -0.997336885703588 0.997336885730501
7500 1000 -0.765928338343980 0.765928338364649

Tabla 3.2: Solucion Numérica valores minimos y méximos del Vértice de Taylor

Reynolds Tiempo Funcién Corriente
Min. Max.

100 10 -0.8187307530 0.818730760

100 1000 -2.061153623072801E-009 2.061153640977130E-009
3200 10 -0.993769491 0.993769499

3200 1000 -0.535261428510145 0.535261433159724
7500 10 -0.997336885 0.997336894

7500 1000 -0.765928338347398 0.765928345000678
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Tabla 3.3: Porcentaje de error

Reynolds | Tiempo Error Relativo
100 10 3.207252399142954e-008
100 1000 3.192999914807766e-008
3200 10 3.190903024944430e-008
3200 1000 3.167780632146758e-008
7500 10 3.166967169761883e-008
7500 1000 3.167314295814883e-008

En estos andlisis se han despreciado los valores para la funcion Vorticidad ya que la
diferencia obtenida es de cero debido a que dicha funcion se obtiene a partir de la solucion
analitica, y por lo tanto no se toma en cuenta.

Debido a que el error es menor al 1% y a las comparaciones realizadas con otros autores
[17], [19], [22], [23] vy [38]. Se considera buena a la solucién.

3.4. El problema de la cavidad cuadrada

A continuacion estudiaremos otro problema mas, Ilamado el problema de la cavidad
cuadrada, uno de los mas estudiados desde el punto de vista matematico, porque origina el
problema de recirculacion.

En el problema de la cavidad en [22] se pretende estudiar un fluido liquido dentro de una
cavidad similar a la de la figura. Como se observa, se supone que tenemos un fluido
moviéndose de izquierda a derecha en un canal homogéneo, el cual presenta una pequefia
hendidura o cavidad cuadrada. Si pretendemos saber que ocurre, como se mueve el fluido
dentro de esta cavidad, tenemos que intentar resolver las ecuaciones de Navier-Stokes
dentro de este dominio.

Una de las simplificaciones que se suele hacer para estudiar este modelo concreto es
suponer que el fluido tiene una estructura bidimensional. De esta forma, las ecuaciones de
Navier-Stokes se plantean sobre un conjunto del plano que represente un cuadrado,
normalmente el conjunto que se suele tomar es [0,1] % [0,1], el cuadrado unidad.
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Figura 3.17. Representacion del problema de la cavidad cuadrada.

Como ya se habia mencionado con anterioridad, también es necesario decir al modelo
cémo se comporta el fluido en la frontera del dominio (la region de estudio). En este caso
concreto, tenemos que saber como se mueve el fluido en la parte superior, inferior y los
laterales del cuadrado. Si uno analiza un poco lo que estd ocurriendo en este ejemplo, es
facil darse cuenta de que el fluido esta en reposo en las paredes laterales e inferior del
cuadrado por viscosidad no hay deslizamiento en paredes sélidas y fijas, mientras que en la
parte superior del mismo el fluido se mueve de izquierda a derecha (pared en movimiento),
empujado por lo que ocurre en el resto del canal.

Resumiendo, si queremos describir de forma completa el estudio de este problema,
debemos indicar todo lo comentado. El resultado seria que tendriamos que resolver el
siguiente conjunto de ecuaciones:

Este problema de la cavidad cuadrada se define de la siguiente forma:

Q= (0,1) x (0,1) c R?

Aqui € representa la region de estudio para nuestro fluido y las condiciones de frontera
estan dadas por u = g sobre I', con

(L,0)sobrely = {(x1):0<x <1}t =0,
'.g =
(0,0)sobrel —T,,t =0,

en donde I es la frontera de Q.
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La condicion inicial:
[u (x,v,0),v(x,v, IZI]) = (0,0) para todo (x,v) € 0,

debe satisfacer la condicion de frontera.

I

[, Q [,

I,

Figura 3.18. Region de estudio 1 y frontera I' (la cual en este caso consiste de varias partes
disjuntas, como conjuntos abiertos).

3.5. Graficas de la solucion para el problema de la Cavidad Cuadrada

A continuacion se presentan graficas de los resultados obtenidos con numeros de
Reynolds diferentes.

En los siguientes experimentos se utiliza At = 0.01 para nimeros de Reynolds que van
desde Re = 400 hasta Re = 7500; donde h representa el tamafio de paso en la malla.
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Figura 3.19. Lineas de Corriente de la Funcién Corriente para Re=400, At = 0.01,
t =200y h=1/100.
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Figura 3.20. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re= 400, At = 0.01,t = 200
y h = 1/100.

41|Pagina



Aspectos Fisicos y Numérico-Computacionales de algunos problemas de la Mecanica de Fluidos

Las siguientes figuras muestran los contornos de la vorticidad y las lineas de corriente
para nimeros de Reynolds Re = 1000 con h = 1/32

Figura 3.21. Lineas de Corriente de la Funcion Corriente para Re=1000, At = 0.01,
t=200yh =1/32

Figura 3.22. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re= 1000, At = 0.01,
t=200yh =1/32
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Figura 3.23. Lineas de Corriente de la Funcién Corriente para Re= 3200, At = 0.01,
t=1200yh = 1/256.

8

g

100

8

50 100 150 200 250

oFf

Figura 3.24. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re= 3200, At = 0.01,
t=200yh = 1/256,
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Aqui se muestran las lineas de corriente y los Isocontornos para Re = 7500 con h = 1/64.
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Figura 3.25. Lineas de Corriente de la Funcion Corriente para Re= 7500, At = 0.01,
t =200y h=1/64
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Figura 3.26. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re= 7500, At = 0.01,
t =200y h=1/64
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En las figuras se pueden apreciar distintos nimeros de Reynolds con diferentes tamafos
de paso en la malla, la figura 3.19 y 3.20 se comparo con el resultado reportado en [17]
obteniendo una buena aproximacion. Los resultados reportados para las figura 3.21 y 3.22
muestran los contornos correspondientes para Re = 1000 pero esta vez se comparo contra
los obtenidos en [44]. La figura 3.23 y 3.24 nos dan las lineas de corriente y los
isocontornos para Re = 7500, ademas concuerdan con los reportados en [44]. Por Gltimo
las figuras que aparecen como 3.25 y 3.26, se observa que el numero de sub-vortices se
incrementa conforme el tiempo aumenta hasta alcanzar el estado estacionario.
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4. CONCLUSIONES

Se han presentado, experimentos numéricos-analiticos de fluidos viscosos,
incompresibles e isotérmicos, que dependen del tiempo (el vortice de Taylor) y, que
convergen a un estado estacionario (problema de la cavidad cuadrada) en dos dimensiones
gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios rectangulares. Los resultados
muestran nimeros de Reynolds 400<Re<7500 utilizados en dos problemas distintos, el
primero de ellos el problema del Vortice de Taylor y el segundo la Cavidad Cuadrada. El
estudio indica una relacion directa entre el nUmero de Reynolds y el aspecto final de la
grafica resultante. EI método utilizado no fue capaz de resolver por completo el problema
del vértice de Taylor aqui planteado, en forma numérica, de manera que se utilizé la
solucion analitica para la vorticidad y se resolvio numéricamente solo para la funcion
corriente.

Los esquemas matematicos Yy algoritmos aqui propuestos nos dan una solucién que
resulta buena a partir de un método simple.

Se trabajo con numeros de Reynolds razonablemente grandes y mallas finas, obteniendo
muy buenos resultados con respecto a investigaciones anteriores, donde se hace uso de
numeros de Reynolds “chicos” y mallas gruesas, lo cual implica que la solucion puede
tornarse complicada.

Dicho esquema puede ser utilizado para aproximar a estados estacionarios y no-
estacionarios.

Se puede decir que las soluciones obtenidas presentan mayor nimero de vortices o
remolinos cuanto menor es la viscosidad del fluido, por el contrario mientras, mayor sea la
viscosidad, menor sera el nimero de vortices que se muestren en las graficas.

Como se muestra, algunas soluciones se pueden obtener resolviendo numéricamente
. .- . . 1

estas ecuaciones para distintas viscosidades (representados por v = - cuanto mayor es Re,
(]

menor resulta la viscosidad)

Los resultados muestran que cuando el nimero de Reynolds Re es grande existe mayor
actividad, por lo tanto se forma una mayor cantidad de vortices en el fluido. Cuando el
valor de la viscosidad es grande, el flujo presenta menos movimiento interno, mostrando en
las graficas un menor numero de vortices debido a mayores fuerzas de rozamiento
existentes en el fluido.

La solucion numerica de los problemas antes planteados (Vortices de Taylor y Cavidad
Cuadrada) involucra mayor esfuerzo de computo, en los casos en que el valor para el
tiempo T es grande, causando un mayor tiempo de ejecucion en el programa utilizado,
ademas al disminuir el tamafio de la malla el tiempo también se incrementa mientras que si
el tamafio de las mallas es grande se disminuye el tiempo de procesamiento.
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En el problema de la cavidad cuadrada se observan ciertos nimero de sub-vortices,
mientras que cuando el tiempo aumenta el nimero de estos mismos también se incrementa
en las figuras (3.19 — 3.26).

Es por eso que durante todo este tiempo en el desarrollo de este proyecto de tesis, se ha
comprendido la importancia de relacionar distintas materias todo con un mismo fin, el
analisis de una situacién existente en el mundo real a partir de leyes fisicas conocidas, para
evolucionar en un modelo matematico y posteriormente realizar una simulacion numérica
mediante un programa y el uso de equipo necesario para su realizacion. Al final hemos
unido estas caracteristicas para resolver nuestros problemas prueba y asi presentar distintos
resultados ya mostrados con anterioridad por otros autores.
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