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1. INTRODUCCION

El problema de coloreo de grafos es uno de loslegmds clasicos de la teoria de
grafos y ha sido estudiado desde el siglo XIX [dgs alla de su interés teodrico, el
problema de coloreo de un grafo tiene diversascaptines practicas debido a las
numerosas situaciones de la vida real en las csgalgen problemas de calendarizacion
excluyente de tareas.

Los grafos son objetos mateméticos utilizados perdelar situaciones reales diversas. Por
ejemplo, un mapa de carreteras, un plano de lalekdhetro de una ciudad, un plano de
algun circuito eléctrico, etc., todos estos eséesaon adecuadamente modelados a través
de grafos.

La teoria de grafos ha sido un area fértil pagalateamiento y modelacion de problemas
en &reas diversas. Aun cuando esta teoria nack&eeaede las matemaéticas, la teoria de
grafos ha jugado un papel relevante en la fundaamEm de las Ciencias de la

Computacion. Mas aun, los grafos constituyen unaahgenta basica para modelar

fendmenos discretos y para la comprension de kascasas de datos y el analisis de

algoritmos que se proponen en la solucion computatide los problemas planteados.

Uno de los problemas mas referenciado en el are¢aadi@ de grafos, es el problema del
coloreo de los vértices de un grafo. En este pnoblee desea asignar a cada veértice del
grafo un color Unico. Con la restriccion de queacadr de vértices conectados por una
arista deben tener colores diferentes. EI nimesmatico de un graf® es denotado por
x(G) y representa el nimero minimo de colores neaesspdra colorear el graf®.

El problema de coloreo de grafos es una abstraa®ocierto tipo de calendarizacion de
tareas. El problema de determinar para cualquagogte entrad& su numero cromatico
x(G), ha sido, contra su sencillez de planteamiento, de los problemas mas dificiles de
resolver, debido principalmente al tiempo de cota@dn que ha requerido todo algoritmo
gue se ha disefiado hasta ahora y que encuentramkrarnexacta el niumero minimo de
colores para colorear un grafo.

Nuestro interés en este trabajo de tesis, se cemteh3-coloreo de un grafo. Se dice que un
grafo G es 3-coloreable cuando su numero cromaif&) es 3 [1]. Determinar $(G) es 2

se puede realizar computacionalmente de magigeente Pero el problema de dado un

grafo G de entrada, determinar si es 3- coloreable o si0neproblema, que a la fecha, no

se ha podido resolver de manera eficiente, estdods, propuesta algoritmica que lo

resuelve exactamente requiere de un tiempo expmhate computo sobre el tamafio del

grafo (numero de vértices y aristas del grafo).
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En este trabajo de investigacion, nos abocamosvastigar sobre condiciones de
suficiencia que nos permitan determinar cuandorafoges 3-coloreable. Por ejemplo, se
encuentra que si un grafo dado es bipartito ensoacgrafo es 3-coloreable. Asi también,
mostramos que si el conjunto de ciclos imparesregrafo de entrada, se pueden expresar
como ciclos independientes (sin aristas comuneas)coalquier otro ciclo o bien, que el
conjunto de ciclos independientes pueden estar l@od®e dentro de otros ciclos entonces
el grafo es 3-coloreable.

Es relevante mencionar que como resultado de m@gestvestigaciones, proponemaos un
nuevo algoritmo para el 3-coloreo de grafos queptemlas condiciones determinadas por
nosotros para que un grafo sea 3-coloreable. Hiridgp propuesto resulta ser un
procedimiento eficiente (que corre en tiempo de matacion acotado polinomialmente de
acuerdo al niumero de nodos en el grafo), aungueEsnm algoritmo completo, por lo que
pueden existir grafos que no cumplan las condisioestablecidas, pero que si son 3-
coloreables.

Para verificar si un grafo es 3-coloreable, aplicamana serie de pasos, entre ellos, si es
necesario se aplica una transformacion sobre lasldgia del grafo para obtener un grafo
equivalente (en términos del 3-coloreo) y tal quawevo grafo cumple las condiciones
para que pueda aplicarsele nuestro procedimienssatéoreo.

1.1.ESTADO DEL ARTE

En 1852 Francis Guthrie [5] planted el problemdatecuatro colores que cuestiona
sobre la posibilidad de que utilizando solamentatroucolores, se pueda colorear los
mapas de cualquier pais, de tal forma que dosga&snos nunca tengan el mismo color.
Este problema que no fue investigado sino hastaiglo después por Kenneth Appel y
Wolfgang Haken [5], puede ser considerado comaeinmento de la teoria de grafos. Al
tratar de resolverlo, los matematicos definierommib@os y conceptos teoricos
fundamentales para la teoria de grafos.

Fig. 1.2 En 1852 Francis Guthrie plante6 el prolaleta los cuatro colores.
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El problema de los cuatro coloresnbién fue analizado posteriormente por algunassot
matematicos, como por ejemplo, en un articelocual fue publicado y llamadoThe
mathematics of map colorihg publicado en 1969 por laournal of Recreational
Mathemathics, el mateméatico H. S. M. (Donald) Coxeter [5], memndo que
aproximadamente cuando se colorea un mapa de taddssUnidos para distinguir a los
estados vecinos, son necesarios al menos 5 o @sokntonces surge la pregunta, cual es
el numero minimo de colores que pueden ser usad@s qolorear los estados de los
Estados Unidos si cada dos estados que compartéorda comun deben tener colores
diferentes.

Aunque, estados que comparten solo un punto enrgocoino es el caso de Utah y New
México se les permite que tengan el mismo colodeRws ver que Nevada y Utah son
estados vecinos, esto es, ellos comparten un nlismite, entonces se les debe asignar un
color distinto. De hecho, Nevada esta rodeada est&dos vecinos, Utah, Idazo, Oregon,
California y Arizona. Por consiguiente, cada uncedes 5 estados se le debe de asignar un
color distinto del usado por Nevada. Por otra pams colores son necesarios para colorear
los 5 estados que rodean a Nevada. Asi que cuates se necesitan para colorear esos 6
estados. Se ha identificado que todos los estagldgsdestados unidos pueden colorearse
con 4 colores.

Fig. 1.3. Oeste de los EUA

Muchos se interesaron en el problema de los cuatiiares el cual fue revivido durante
1878 en una reunién deociedad Matematica de Londdal 13 de junio de 1878 Arthur
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Cayley [5] pregunto si el problema habia sido rksu&lna de las personas que asistio a la
reunién era un brillante pero joven matematico #dm Alfred Bray Kempe. En el
siguiente afno, el 17 de junio de 1879 Kempe anuanida revistaNature que el habia
resuelto el problema y que cada mapa podria sémeate coloreado con 4 colores o
menos. Posteriormente, Cayley sugirio a Kempe gberia publicar su descubrimiento, en
cual el lo hizo en 1879 en el segundo volumen derarica Journal of Mathematics.

La conjetura de que cada mapa pueda ser coloreedd colores o menos colores llego a
ser conocido como laonjetura de los cuatro colores [5]. Muchos creyeron que esta
conjetura era cierta. Mas sin embargo Percy Jotawbed publico en 1890 un articulo
llamado “Teorema del coloreo de mapa” en dondeagiahnotar un “defecto” en la
solucién de Kempe del problema de los cuatro celdt#eawood ofrecidé un contraejemplo
en el caso donde una region X es rodeada por cagtones. El ejemplo de Heawood era
solo un contraejemplo para la técnica de Kempe&ymneoontraejemplo de la conjetura de los
cuatro colores. Aungue el método de Kempe no tuto,éHeawood fue capaz de utilizar
este método para probar que cada mapa puede serawi con cinco colores 0 menos.

Con esto se observaba que solo en las regionesstiaigan rodeadas por un anillo de 5 o
menos regiones eran las que mostraban dificultpdes ser coloreadas con solo cuatro
colores, entonces los matematicos empezaron airdi@idonjetura. La idea era buscar un
conjunto de configuraciones de regiones alrededbcahjunto de regiones dado que cada
mapa contiene por lo menos una de estas configummegly si estas regiones estan fuera del
anillo pueden ser coloreadas con cuatro colorege Esnjunto fue referido como un
inevitable conjunto de reduccién de configuraciones

Este concepto de reducibilidad fue introducido poo de los matematicos mas conocido
del siglo XX, George David Birkhoff.

1.2 RELEVANCIA DEL PROBLEMA

Gracias a la teoria de Grafos se pueden resolverstis problemas como por ejemplo;
la sintesis de circuitos secuenciales, contadosistemas de apertura.

Los grafos se utilizan también para modelar trapgecomo el de una linea de autobus a
través de las calles de una ciudad, en el que poxledtener caminos 6ptimos para el
trayecto aplicando diversos algoritmos como puedelsalgoritmo de Floyd.

Existen multiples aplicaciones de la teoria deagaflguna de las mas importantes dentro
de nuestra vida cotidiana es la aplicacion parani@ssecciones de las calles y avenidas
donde existan los comunmente llamados semaforodomte el problema reside en como
dejar fluir el trafico sin que existan colisionesanflictos para seguir su trayectoria. En
este problemay(G) representa las lineas o rutas y donde son inlesrta vértices unidos
por una arista si los vehiculos en esas dos linegsueden cruzar de manera segura la
interseccion al mismo tiempo, ya que existe lalpidad de un accidente. Este problema
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se puede solucionar determinando el niumero croma@st grafo de intersecciones del
trafico vehicular.

La teoria de los grafos también ha servido de iasjgin para las ciencias sociales, en
especial para desarrollar un concepto no metafdiectsed social” que substituye los nodos
por los actores sociales y verifica la posiciomtdidad e importancia de cada actor
dentro de la red. Esta medida permite cuantificasbgtraer relaciones complejas, de
manera que la estructura social puede represergaiieamente. Por ejemplo, la "red

social" puede representar la estructura de poderalde una sociedad al identificar los

vinculo (Aristas), su direccién e intensidad y daa de la manera en que el poder se
trasmite y a quienes.

Ademas la teoria de grafos se utiliza en la pleanion de proyectos. Por ejemplo, Lothar
Czayka [3], utiliza los grafos para modelar el aréento econdémico social en relacion con
la politica de investigacion y sus costos asociad@splicacion matematica de la teoria de
grafos y de la combinatoria para los problemas ldegacion de investigacion pretende
hacer una contribucion a la representacion denmdoron.

La teoria de grafos se plica en el campo de laeplnon de la investigacion, de la

evaluacion y la optimizacién de proyectos y parpldmeacion y control de la ejecucion de
proyectos. Pero ademas trata sobre la procura@odatbs dentro de este campo de la
investigacion.



2. TEORIA DE GRAFOS

Se dice que la “Teoria de Grafos” tuvo sus ini@nsl736 cuando Euler considerd
el problema general llamado Los puentes de Kénigdaé. Esto fue 200 afios antes de que
el primer libro de Teoria de Grafos fuera escritol®36 por Kdning. Desde entonces la
teoria de grafos ha sido desarrollada dentro de ext@nsiva y popular rama de las
matematicas, y se ha aplicado a mdultiples probleerasnatematicas, ciencias de la
computacién, y en algunas otras areas.

El trabajo de Leonhard Euler sobre el problema @& puentes de Konigsberg es
considerado como uno de los primeros resultadoadeoria de grafos. También se
considera uno de los primeros resultados topol&gexo geometria (que no depende de
ninguna medida). Este ejemplo ilustra la profunelacion entre la teoria de grafos y la
topologia.

Fig. 1.1 Problema de los 7 puentes de Konigsbéigs.1

La ciudad de Konigsberg, hoy Kaliningrado, se entiaea orillas del Mar Baltico, en
territorio Ruso y a unos 50 kilometros de la froateon Polonia. En el pasado perteneci6 a
Prusia. Uno de sus habitantes mas ilustres fubsbfo Immanuel Kant. En Kénigsberg se
juntan dos rios formando una isla en su conflueriiete puentes unian (ya no, pues la
ciudad fue parcialmente destruida durante la Seg@Gwkerra Mundial) las diferentes partes
de la ciudad, como se aprecia en el mapa de laaépocel siglo XVIII se hizo popular
como adivinanza o pasatiempo averiguar si era |[gosibzar los siete puentes de la ciudad
pasando solo una vez por cada uno de ellos.

Este problema, por supuesto, puede resolverse ntedia estudio exhaustivo de todos los
posibles itinerarios. Pero las matematicas sedster en generalizar el problema y buscar
una solucién sencilla y valida para todos los desimapas de ciudades, e incluso para
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objetos mas generales. Este problema consisteab#site en encontrar un trayecto,
alrededor de una serie de puentes que cruce sdkannegvez por cada uno de ellos.

2.1. DEFINICIONES Y PRELIMINARES

En este capitulo presentamos notaciones estandfinjciones para nuestro tema
de estudio. Dado esto, podemos entender que lo®resnutilizados para estos objetos
reflejan la aplicacion. Asi, por ejemplo, si comsamos una red de comunicacién, serén
llamados nodos en lugar de vértices o puntos [B]. ®ra parte otros nombres son
utilizados para las estructuras moleculares enigajrdiagramas de flujo en computacion,
relaciones humanas en ciencias sociales, etc.

El origen de la palabra grafo es griego y su sicguifo etimoldgico es "trazar". Los grafos
son utilizados con gran frecuencia como un medi@a paodelar el planteamiento y las
propuestas de solucion de problemas. Un grafo pwemsiderarse como un objeto
geométrico aunque en realidad sea un objeto cotebioaes decir, un conjunto de puntos
(Ilamados vértices) y un conjunto de lineas quaunestos puntos (llamadas aristas).

Debido a su generalidad y a la gran diversidadod®ds en que pueden usarse, los grafos
se han convertido en los objetos matematicos islgadega modelar un sin nimero de
problemas, desde problemas de optimizacion enciulthsta problemas de eficiencia en
algoritmos de cémputo.

Un grafo es una parefa = (V, E), dondeV es un conjunto de puntos, llamados vértices, y
E es un conjunto de pares de veértices, llamadatsriDos veértices y w son llamados
adyacentes si hay una arista Y} [ E que los conecta [1].

Dado que los grafos son estructuras de datos remléis que tienes su naturaleza
generalmente dinamica. Para su estudio los grafeden dividirse en dos grupos:

* Grafos no dirigidos: denotaremos que es un grafairigido cuando una arista
entre los vérticey, w como {v,w}. Con esto tenemos que al ser una arista no
dirigida entonces\{,w}={ w,\} .

e Grafos dirigidos: denotamos como un grafo dirigm@ndo una arista entre los
vérticesv, w como un par ordenadw,{), donde en tal arista dirigida se tiene
(v,w)£(w,v). Esta se considera como una flecha dirigida quee jpi@v y llega aw, y
se denota comeo—w.
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Co

Fig. 2.6. Izquierda: Grafo Dirigido, Derecha: Graio dirigido

Los grafos pueden representarse de varias forrnagjgmplo, un grafo no dirigido puede
representarse a través de una grafica (Fig. .89 forma matricial (Fig. 2.2).

Fig. 2.1. Representacion grafica de un grafo E@. Representacion matricial de un grafo

SeaG= (V, E)un grafo no dirigido con un conjunto de vértiseg un conjunto de aristas
no dirigidask. Un vérticex esincidente (o adyacente) a un vérticey si existe una arista
gue vaya de ay. Entonces, dos vérticesy w son llamados adyacentes si hay una afista
w} 0 E que los conecta. La vecindad de un véptiCeV esN(x) = {y OV |{x,y} OE}, y
la vecindad cerrada d&lV esN[x] = N(x) [I {x}. Denotaremos corf\| a la cardinalidad del
conjuntoA. El grado de un vérticg denotado pod(x), es N(x)| y el grado del grafé es:

AG) = max{ &x) | x 7V} [2].

Tanto a las aristas como a los vértices se lesepasaciar informacién. A esta informacion
se le llama etiqueta. Si la etiqueta que se asxian numero se le llama peso, costo o
longitud. Un grafo cuyas aristas o vértices tiepesos asociados recibe el nombre de
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grafo etiqguetado o ponderado. El numero de elementos dese denominarden del
grafo. Ungrafo nulo es un grafo de orden cero.

En un grafo dirigido, sixq; y) [ E, ax se le denomina origen del arco y extremo del
mismo. Se dice que dos arcos son adyacentes éntrarglo tienen un vértice comun que
es a la vez origen de uno y extremo del otro. Easb de que el grafo sea no dirigida si
es incidente & entoncey también es incidentexa

En un grafo dirigido, se denomigeado de entrada de un vértice al nUmero de arcos
que arriban a él y se denota cordg(x). Se denomingrado de salida de un vértic al
namero de arcos que salen de €l y se denota CRx®).

El caminode un vértices a un vérticav en un grafo es una secuencia de aristas;, v,,
Vs,..., Vg, vV, dondev=v, yv, =w yv,es adyacentew,,, para 0<k<ny la longitud

del camino es [12]. Un camino simple es un camino tal que cadadm los vértices del
camino es diferente uno del otro. Cualquier cam#yodondex = y (y conn > 1) es un
camino cerradoal que denominaremasclo. Un ciclo simple es un camino cerrado en
donde ningun vértice se repite, con excepcion delgro y ultimo vértice del ciclo.

G P

T~

Fig. 2.4. P es un camino del grafo G

SeaG = (V, B) un grafo{| =n, [E| =m, SOV es unconjunto independienten G si es que
para cualesquiera dos elementos (vértices) quem&yo son adyacentes. Se define como
I(G) al conjunto que contiene todos los conjuntospedédientes que hay & Se dice que
SO1(G)es maximal sB no es subconjunto de cualquier otro conjunto ieddgente y S
es maximo si S tiene la longitud mas grande ewies los conjuntos independientes en

[(G). Entonces sk es un conjunto independiente maximoSsj, =|max|S [:S UI(G , a)
|S... | se le denota comp(G) y es llamado el numero de vértices independieates

max

numero independiente.
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2.2. CLASES DE GRAFOS

Existe una clase particular de grafos, a los quesédama arboles, que juegan un
papel importante en el estudio tanto de algoritowseo de estructura de datos, ya que han
resultado ser extremadamente Gtiles para guardaanypular informacion. Un grafG se
dice que es un arbol si y solo si se verifica Gues conexo y ques no posee ciclos. Es
inmediato probar que si un grad no tiene ciclos entonces puede verse como la unidn
disjunta de arboles.

Fig. 2.3. Ejemplo de arboles

Se denominaamino lineal (algunos autores le llama&adena si se trata de un grafo no
dirigido), y lo denotaremos cd?, =(V,E), al grafo dirigido formado el conjunto del
nodosV ={v; : i=1,... h+1} y la sucesion da arcos adyacenteB; = {(Vv1,V2),(V2,V3),...,(Vn-
1,Vn), (Vn,Vn+1)}-

Un ciclo es un camino no vacio donde el primertynd vértice son los mismos, y un ciclo
simple es un ciclo en el cual ningun vértice sateegon excepcion del primero y ultimo
nodo. Un camino se didéuleriano si es simple y ademas contiene a todos los arelos d
grafo.

Un k-ciclo, denotado po€y, es un ciclo de longitud igualka es decir, urk-ciclo tienek
aristas. Un ciclo de longitud impar es llamado cighpar, mientras que un ciclo de
longitud par es llamado ciclo par. Un grafo eslamcsi no tiene ningun ciclo.

Un grafo se denominample si no tiene bucles y no existe mas que un camana pnir
dos nodos. Un circuito elemental que incluye a $dde vértices de un grafo lo llamaremos
circuito Hamiltoniano.

Un subgrafo deG=(V, A es a su vez un grafé’= (V', E), conV 0OV, y tal queFE’

contiene aristasw} [ A tal quev OOV’ y w [OV'. SiE’ contiene a toda aristav{ w} [ A
dondev V' yw [V’ entonces &'’ se le conoce como un grafo inducido@eDado un

10
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grafo G, diremos que dos veértices est@mectados si entre ambos existe un camino que
los une.

Una componente conecta@aes un subgrafo inducido maximal @e esto es, un subgrafo
conectado, el cual no es un subgrafo propio deumingtfro subgrafo conectado @&
Notese que en una componente conectada, para andqye sus vértices hay un camino
dexay.

Se llamacomponente conexa a un conjunto de vértices de un grafo tal queeecdida par
de vértices hay al menos un camino. Matematicamanfjguede ver que la conexidad es
una relacién de equivalencia que descompone aluwtmjde vértices V en clases de
equivalencia, cada una de estas clases de equiialéa lugar a un subgrafo al que se le
llama una componente conexa. Un grafo es conegodlsiexiste una componente conexa
que coincide con todo el grafo.

n
2

Dado un grafdc= (V, E), G es un grafo bipartito si y solo8ipuede ser particionado en 2

subconjuntodJ, y U, llamados conjuntos partitos, donde cada arista dee un vértice

deU, con un vértice d& , .

Denotemos coi, =(V,E) al grafo completo de nodos, esto esy||=ny [E| = ( ) [2].

Fig.2.7. Grafo bipartito.

2.3 ALGORITMOS

Por conveniencia, la teoria de la complejidad eks&fada especialmente para
aplicarse a problemas de decision. poblema de decisiéon P[®] se plantea como una
pregunta general la cual acepta como respuestausélale dos posibilidades, la respuesta
'SI' o la respuesta 'NO'. En forma abstracta, wblpma de decisién, puede describirse
como:

11
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PD: <D, S>, donde:D - Dominio de valores posiblesS//D - son las instancias que
resuelven el problema. El planteamientofl@les:

Si sixOdS
Ox OD: PD(x) =
No en otro caso

En estos términos, UPD puede usarse como medio para reconocéEnguaje jue es un
subconjunto de palabras de un alfabletoEn la practica, ePD intenta reconocer algun
conjunto especifico de objetos matematicos, taeeoc férmulas logicas verdaderas,
graficas que tienen una cierta propiedad, etc.Rero esto requiere el codificar
adecuadamente las estructuras subyacentes de jlet®solpara cualquier instancia del
problema, de tal forma que finalmente, se puedatosn un predicado que aun solo con
respuestas 'SI' 0 'NO' obtenga cualquier otfarrimacion que se desee.

El formato que usaremos para especificar probledeadecision, consistird de dos partes;
en la primera parte se especifica una instancigrgendel problema en términos de sus
componentes o parametros. Puede verse esta pamte laopresentacion de una lista de
variables libres indicando los valores tipo queacasriable podra tomar, sean estos
conjuntos, graficas, funciones, etc.,..... La sdguyparte establece una pregunta en términos
de la instancia genérica que espera solo unaestspde 'SI' o de 'NO'. Una instancia
particular o muchas veces s6lo diremos inséancia se obtiene de la instancia genérica
por asignar valores particulares del tipo espemifica cada uno de los parametros del
problema.

Por ejemplo, el problema de decision relacionadoet@roblema del agente viajero, puede
plantearse de la manera siguiente:

Instancia: Un conjunto finitoC de ciudadesC = {c1,C2,...Cm}, se define
una distanciad(q,q) [7Z* para todo par de ciudades ¢j enC, y una

cotaB [7Z* (Z* denota los enteros positivos).

Pregunta: ¢ Existira urrecorrido que visita a todas las ciudades@sin
visitar dos veces una misma ciudad y cuya longibta del recorrido no
sea mayor quB? En otras palabras, se busca encontrar una @aridmt
M de {1,...,m}, tal que:

m-1
Zd(Q‘I(i)’Q'I(Hl))-I_ A Gnyr Gy)< B
=

Un ejemplo de una instancia especifica e8={cq,c,c3,c4}; d(c1,c2) = 5; d(cq,c3) = 5;
d(cq1,c4) = 8 ;d(cp,c3) = 6 ;d(co,cq) =12 ;d(c3,c4) =9; con cotaB =29y la pregunta a
resolver seria:

¢ Existira una permutacidm de {1,...,m}, tal que:

3
Zd(cl'l(i)’ Q‘I(i+1))+ o Gy (ﬁ(j))s 297[10]
i=1

12
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El problema de decision que abordamos en estejdrdbatesis, es el de coloracién de un
grafo.

Instancia: Una gréaficaG = (V,E), dondeV es el conjunto de nodos o

vértices yE es el conjunto de aristas entre los vértices. ddnaK [ Z ¥,
conK < | V].

Pregunta: ¢ Ser& K-coloreable ?, es decir, existira una funcior:
V - {1,2,...K} tal quef(u) # f(v) siempre queuv) OV ?

Un algoritmoes un procedimiento general que trabaja paso aypasain numero finito de
estos, resuelve un problema [9]. Un algoritmo riesuen problema de decisidPD si
puede aplicarse a cualquier instantialel PD y garantiza que siempre produce una
solucion para esa instancia. Podemos pensar ealgamitmo como un programa de
computadora o como la descripcion de la funciotratesicion de una maquina de Turing.

En general, nos interesa encontramlakgoritmo mas eficientgue resuelve un problema
dado. En el sentido mas amplio, la nocién de efwee tiene que ver con los varios
recursos computacionales necesarios para ejecuitalgeritmo. Aunque el recurso
dominante es el del tiempo, por tal, normalmentdgaritmo mas eficientque resuelve un

problemaPD es aquel que se ejecuta mas rapidamente de edtse lbs algoritmos que
resuelven el mismo problen?D [8].

Los requerimientos de tiempo en la ejecuciéon dalgaritmo se expresan en términos de
una sola variablela longitud o tamafio de las instancias del probleque refleja la
cantidad de datos de entrada y la magnitud dewanlae estos datos.

Para definir la longitud de una instantide un problema de decisi®b , denotado como
long(l) necesitamos primero definir la longitud de cada de los posibles parametros que
pueden aparecer en la instancia.

Asi, para todm [ Z, se define sitongitud (magnitud como:

*) long(n) =1 +[ log (jn| + 1)1 .

Dondel x | es la funcién que da como resultado al enefbZ inmediatamente superior a
X, y log denota la funcién logaritmo en base 2. En la estpre(*) el primer 1 indica que se
requiere un bit para almacenar el signongdegoor tanto (*) expresa el numero de bits
necesarios para codificar al nUmeren binario [12].

En general, para un nimexplong(x) sera el numero de bits necesarios para cod#idal
namero. En caso de quesea una cadena de simbolos, si cada simbolo pepdsentarse
en la memoria de una computadora por un byte €3 & considera lang(x)= [x| = no. de
simbolos que componerxdincluyendo al caracter blanco como un simbolo).

Se extiende el dominio de aplicacion de la fundoing, para considerar diferentes tipos de
datos. Por ejemplo, la longitud de un arregloon m elementos, donde{i] se usa para
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Si M es un tipo de dato matriz &1™™, entonces:long( M) = i ﬁ Iong( n j ]) :

i=1j=1

Es decir, de acuerdo al tipo de dato a considerdongitud del dato sera la sumatoria de
las longitudes de cada uno de sus componentes deraneecursiva, hasta llegar a los
componentes escalares.

Dada una instanciade un problema de decisi®D conmdatos de entradady, ...,d,) se

define la longitud de la instancia contong(l) = Z longd,), dondelong(d;) es la longitud
i=1
de cada uno de los datos de entrada.

Por ejemplo, si se tuviera una instantidel problema del agente viajero, se requiere
codificar las ciudades y las distancias entre essasuna instancia especifica tiene
ciudades, se necesitametiquetas para diferenciar las ciudadeg m(m-1)/2namerosd;,

gue podemos suponer enteros positivos, que defasedistancias entre cualquier par de
ciudades, y un nimero entero para indicar la Bpemn total se tendria que:

%m( m-1)

long(l) = Zmllong(q)+ Z lond d) + long B

La funcién de complejidad de tiempo de un algasitmexpresa los requerimientos de
tiempo que un determinado modelo de computaciéesitacal ejecutar el algoritmo para
resolver cada posible instancia del problema. Etfletto de computacion basico, para el
analisis de las complejidades de tiempo y espaeidod algoritmos, son las llamadas
maquinas de Turing.

2.4 MAQUINAS DE TURING

2.4.1 Maquina de Turing determinista

Existen varios modelos formales de computaciorm de los mas comunmente
usado y que es muy simple de enunciar, es la llanméquina de Turing(que
abreviaremos con mT) [10]. Se definen diferentessmlE acuerdo a la forma en que
trabajan. Un modelo basico de una mT, es la llandadarminista (Qque abreviaremos con
mTd), que consiste de un control finito, una cabdealectura-escritura, y una cinta
dividida en un nuamero infinito de celdas, estaglazlson etiquetadas usando numeros
enteros, tal y como se muestra en la figura 2.8.

De manera formal una mTd se representa poM = <Q,Z,t,qg,F>, donde:

Q: es un conjunto finito de estados que indica lidsrehtes estados en los que puede
estar el control finito, este conjunto de estadwsduye dos estados distinguidos de
paradaqy Yy dn Y el estado de iniciqg.
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es el estado distinguido en el que arranca la mT

alfabeto de simbolos, son los simbolos usadota erodificacion de la cadena de
entrada asi como los simbolos que pueden coloearksecinta de la mT.

Un simbolo distinguido es el espacio en blanco téelwoporb.

subconjunto d€), F = {qy ,0n }que denota a los estados finales o de paro defla

es la funcion de transicion(Q-F)xZ - Qx X x{-1,0,1}. La funcion de transicion
codifica al programa que va a ser ejecutado pordgquina de Turing.

CONTROL

FINITO

CINTA ~— Cabeza de lectura-escritura

Figura 2.8. Representacion esquematica de una ngdaiTuring determinista.

Funcionamiento:
Inicialmente una maquina de TuriMg

Tiene al simbold almacenado en las celdas de su cinta, exceptoyparaimero
determinado de casillas, en donde es colocadalneale entradg x 0 =*- La cadena

x es colocada en las celdas de la cinta etiquetaaks niumeros de 1 d,|colocando

un simbolo por celda.
La cabeza de lectura y escritura se encuentrialimiente examinando al simbolo mas a
la izquierda dex (celda 1), y el estado del control finito es ehdstinicialqg.

En cada instante: EI comportamiento de la MTse rige por el programa codificado a
través de la funcion de transicignsi M lee el simbolcaj O 2, el control finito esta en el

estadagj U Q y se tiene definidaparagj y aj, por ejemplot(qj,8j) = (gjj.ajj,nyj) . significa
que entonces:

Se sustituye en la cinta el simba|gor elajj
El control finito pasa al estadﬁ]

La cabeza de lectura escritura pasa a examinda cedda que esta a su izquierda o no
se mueve 0 a la celda que estda a su derecha, stgéador demij (-1, 00 1

respectivamente).
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Unadescripcién instantaneas una palabrAqY, dondeX eY estan erx”, y q es un estado
de Q. XqY significa que en la cinta esta escrita la pala®fael control de la mT esta en el
estaday, y su cabeza de lectura-escritura se encuentraieaado al primer simbolo dé

Un paso de computale una mTM, se denota por un par ordenadq, (6,) y suele
escribirse o, 0 fi¥- J,, donded, y J,son descripciones instantdneaswlg denota que
en un pasoM pasa de la descripcion instantanea lao,. Sid, se sigue dé, por uno o
mas pasos de computo entonces se denotar@pariti- J,.

A una secuencia de pasos de codmputo también esncliandarle unacomputacién Una
computacion que lleva a que la iVracepte a la entrada es una secuenci@,,C,,....,C,

de pasos de computo, tal g@g = g,x es la descripcion instantanea de arranque, y(para
<i <t ¢OWM™ G, genCj, g noes un estado final, y el estaglenC; es el estado
final Q-

El lenguaje aceptadpor una mTaM, representado pdr es el conjunto de palabrad]
>*, que ocasionan qud llegue al estado de aceptacitjm cuandoM arranca corx en su
cinta de entradalL,, :{xDZ*|q0xD - yqz y O3, qO }:

Dada una mTdM que reconoce By, podemos suponer i se detiene para todaen
Lm. Sin embargo, para palabras no aceptablapuede parar en el estadg o bien, es
posible queM nunca se detenga.

Para que el programa de una mTcorresponda a la nocion @dégoritmo, es entonces
necesario que este programa siempre se detengacakpr cualquier cadena del alfabeto
de entrada.

La definiciébn anterior esta orientada hacia el neoimiento de uhenguaje(conjunto de
palabras). Se puede hacer corresponder tal défmigara abarcar la resolucion de los
problemas de decision. En este sentido, se diceugqaemTM resuelve al problema de
decisionPD: <D,S> si M se detiene para todenD yLp =S

Usando el modelo de maquinas de Turing, diremosefjtiempo de una computacién de
aceptaciorCo,Cq,....Ct est, el espacio de la computacion es el numero deseltlizadas

por la maquina de Turing durante el computo detacem.

SeaF: N — R una funcién yM una mT, se dice quM acepta su entrada en tiempo
(espacio)(n) si para cada enlL), hay una computacion que lleva a aceptacioMdebre

x tal que el tiempo (espacio) de la computacion deptacion no exced&(n), con
n=long(x) - longitud de la entrada[10].
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O en términos de problemas de decisi: <D,S> tal que Ly = S la funcion de

complejidad de tiempfyy: Z+ - Z* se define como:
fm(n)=max{m |Ox O S n=long(x), y mes el tiempo de la computacion de aceptacion de

X}.

En este sentido, se dice que el programa de unaien& complejidad polinomial en
tiempq si existe un polinomip tal que, para todo 0 Z*, fpq(n) < p(n).

En términos de los algoritmos, se dice que un #fgorA es dicientecuando su funcién de
complejidad en tiempo se puede acotar por un poiimoEs decir, sia(n) es la funcion de

complejidad en tiempo del algoritnfoy existe un polinomig tal que, para todo 0 Z*
fa(n) < p(n), entonces se conviene en decir ues un algoritmeficiente

CLASES DE COMPLEJIDAD DEFINIDAS POR MTD

Con el fin de clasificar el esfuerzo computaciogaé se requiere al resolver los
problemas de decision, originalmente se us6 a gumas de Turing como el modelo
formal de computacion [9]. El concepto clave fudirdie una clase de complejidaén
términos de los lenguajes que reconoce una magiénd@iuring con recursos acotados
(consideraremos aqui soélo los recursos de tiempepgcio). Las clases de complejidad
permiten clasificar los lenguajes (problemas) sega complejidad intrinseca
computacional requerida para reconocerlos(resalseriDe particular interés, son las
clases de complejidad, definidas por recursos dostgque crecen logaritmicamente (salvo
se indique lo contrario, estaremos hablando deritogas base 2) o polinomios sobre la
variablen, donden es la longitud de las instancias de entrada.

DLOG = { LOZ"|Ox 0L, x es aceptada en espacio Iogarl'tl}nico
P = { LO X" |Ox 0L, x es aceptada en tiempo poIinor}ﬂaI
PSPACE = { LOZ"|Ox 0L, x es aceptada en espacio polinc}mial

O en términos de los problemas de decision, podetefisir a las clases de complejidad,
de la manera siguiente:

DLOG = {PD|DM mTd que resuelveD usando espacio Iogarit}mico
P = {PD|OM mTd que resue@D en tiempo polinothial
PSPACE = {PD|OM mTd que resuel®D  usando espacio polinpmial

Contrariamente a la simplicidad del modelo de méasth ahora, todos los modelos reales
de computacion estudiados, tales como: mT de uma,echT de mdltiples cintas, maquinas
de acceso aleatorio (RAM), Sistemas de Post, Irdterp de lenguajes como Basic, Pascal,
Lisp, etc.,.., son equivalentes con respecto alpostamiento de complejidad polinomial en
tiempo. Se cree entonces que cualquier otro madelonable de calculo, comparta esta
equivalencia. Por tanto, la clase de complejidaefihida anteriormente no sera afectada si
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es cambiado el modelo de computacién, asi queesemeleccionar uno u otro modelo de
coémputo seguln convenga sin sacrificar la geneilidalos resultados.

La hipotesis de que el concepto intuitivoatenputabilidadpuede identificarse con lo que
una mT puede realizar, es conocida conmedss de Church-Turingr aunque no podemos
esperar una demostracion de esta tesis, puestel gamcepto dealculablesigue siendo
algo informal, se puede proporcionar evidenciawdeasacter razonable [10].

2.4.2 Maquina de Turing No determinista

Por simplicidad, usaremos el modelo de maquindwég no determinista (que
abreviaremos con mTnd) definido en [8], tal modedme la misma estructura que una
mTd, excepto que se le adiciona un modulo de aaiivza, el cual tiene su propia cabeza de
sé6lo escritura, tal y como se muestra en la figuéa El modulo de adivinanza se usa sélo
con el propodsito de que escriba la cadena queredywsolo bajo tal propdésito es usado.

MODULO CONTROL
QUE
ADIVINA FINITO

CINTA

3 -2 -1 0 12 3 4 5 617

Figura 2.9. Representacion esquematica de una ng&daiTuring no determinista.

Inicialmente una cadenal =*, es escrita en las celdas numeradas de 1 Wpd&ala cinta
(en tanto que las restantes celdas contienen bb&inblanco), la cabeza del control finito
esta posicionada en la celda 1 y el control fieisté inactivo. La principal diferencia de
este modelo con el de la mTd, es que el reconostmige la cadenatoma lugar en dos
fases.

Fase de adivinaciarEl médulo que adivina mueve su cabeza de sélit@scuna celda a
la vez para dejar escrito a partir de las celdgsietadas desde -1 hastal;juna cadenav

0 =*, pasando posteriormente a la fase de revisi6roadedahora el médulo que adivina
permanecera inactivo. La eleccion de la cadeaaescribir, es realizada por el médulo que
adivina de una forma totalmente arbitraria, y @nrazon, puede inclusive nunca parar al
estar generandove
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Fase de RevisiorLa fase de revision inicia cuando el control dedos finitos es activado
en el estada. A partir de este momento, la computacion contindaexactamente la

misma forma en que trabaja la mTd, puesto que teoviene en esta fase el modulo que
adivina. Aunque bien es posible que la cabeza a#ral finito visite la cadena escrita
por el médulo que adivina.

La computacion de la mTrid, se detiene cuando el control finito pasa a uadestinal, y
se dice que es udmputacion de aceptaci@n el control finito se detiene en el estado de
aceptaciérqy. Nétese que para alguna combinacion de las cademadV puede nunca

parar. En genera¥l tiene un namero infinito de posibles computaciopes una entrada
dada, una computacion por cada cadeganerada por el modulo que adivina.

Se dice queM acepta a xsi al menos existe una cademaque hace qudl llegue a un
estado de aceptacién. El lenguaje reconociddvpes entonces:

Ly :{x 05" |Ow generado por el médulo que adivina, tal Nue tacmr}

El tiempo requerido por una mTmd que acepta a una cadend L),- es definido como el
minimo (sobre todas las computaciones de aceptaeidhsobrex), del nUmero de pasos
que ocurren en las fases de adivinacion y revigiésta que esta Ultima fase llegue a un
estado de aceptacion [10]. La funcién de compldjide tiempolyy: Zt — Z* paraM

es:

T, (n) = ma>{1D{ M xO Ly ,long(X) = n, Macepta & em pasos de computa§:i(}>n
Notese que la funcion de complejidad de tiempo padepende solo del nimero de pasos
que ocurren en una computacion de aceptacion, yqueonvenciomy(n) es igual a 1
cuando ninguna entrada de longitud iguales aceptada pdd.

Se dice que mas que hallar una solucién al probldealecisionPD, M comprueba
solucionegara elPD, ya que dada una instangidel PD, el médulo que adivina propone
una propuesta de solucién y M debe comprobar sv es realmente una solucién. En este
sentido, la mTndV es usada como un mecanismo de verificacion o cdrmapidn de
propuestas a soluciones.

Se dice que un programa corre gampo polinomialpara la mTndM, si existe un
polinomiop tal queTpy(n) < p(n) para todan > 1.

CLASES DE COMPLEJIDAD DEFINIDAS POR UNA MTND

Los problemas de decision se agrupan en conjuta@smplejidad comparable que
son llamadasclases de complejidad7]. Un problema esta dentro de la clase de
complejidad NP si y s6lo si puede resolverse ange polinomial mediante un algoritmo
no determinista. Se considera que los problemasdwipletos son los mas dificiles de la
clase NP y la razén es que de tenerse una soldeidiempo polinomial para un problema
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NP-completo entonces todos los problemas de la tl&tendrian también una solucién en
tiempo polinomial.

NLOG = {PD|DM mTnd que comprueba soluciones de PD usasykce® Iogaritmic}o
NP = {PD|DM mTnd que comprueba soluciones de PD en tiq:mtilmomia}
NPSPACE = {PD|DM mTnd que comprueba soluciones de PD ussspdmio polinomiél

Sadlo reescribiremos en términos de lenguajes s &P, ya que las definiciones para las
clases de complejidad NLOG y NPSPACE son equivedent

NP = {L 05" |OMmTnd: (L= Ly)&(Ox DL, x es aceptada por M en tiempo polinob}ﬂal

Notese queverificaciono comprobacioren tiempo polinomial, no implia&solubilidaden
tiempo polinomial. Al decir que se puede compraipae una cadena es 0 no solucion a
un problema, no se esta realmente considerandengbd gastado en encontrar dentro de
un espacio potencialmente grande de posibilidadés @adenaw que sea solucion al
problema.

Correspondiendo a esta nocion de modelos no detistas, un algoritmo que corre en
tales modelos, sera no deterministico, y en estddseestara compuesto de dos fases
separadas:

a) La fase quadivina

b) La fase queevisa

Dada una instanciade un problema de decisi®D, la primer faseadivinauna estructura
W que sera una propuesta de solucion. Entoncestémnaiax y la cadenav se toman como
entrada a la segunda fase (fase de revision) qoeege en forma determinista para
terminar con una respuesta si 0 no o, caer enclmiofinito.

Un algoritmo no determinist@esuelveun problema de decisid?PD: <D,S> si se cumplen

las siguientes propiedades para todas las instnde problema de decision:

1. Sil tiene una solucién, entonces existe alguna cadenqae es adivinada y que
conduce a la fase de revision a que responda 'Sl

2. Sil es una instancia d&D sin solucidon, entonces no existe cadengue el modulo
que adivina pueda generar tal que conduzca adadfasevision a responder 'SI' [10].

Por ejemplo, un algoritmo no determinista para meblgma del agente viajero puede
construirse usando un estado de adivinacion, gulainente adivine una secuencia
arbitraria sobre las ciudades. El estado de revyisélo se encargara de verificar que la
suma de las distancias de las ciudades en la sgawada, cumplan, la cota exigida.

Un algoritmo no determinista que resuelve el prolalade decisioPD se dice que es de
tiempo polinomial si existe un polinompotal que para toda instandiael PD, existe una
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cadenaw que conduce a la fase de revision a respoi®leren tiempo acotado por
p(long(l)). Nétese que esta cota impone también limitda &angitud dew.

Puesto que a cualquier modelo de computo se leepadidionar el médulo que adivina con
posibilidad de sélo escritura, tal y como se héizado en este apartado para las mTd’s, se
podria reproducir la definicibn de no determinisroon cualquier otro modelo de
computaciéon. Las versiones resultantes de defimiclé clases no deterministas seran
equivalentes en los otros modelos de computacipariicularmente todos estos modelos
son equivalentes en lo que respecta al tiempo quuoiad, y por tal a la definicion de la
clase NP [7].

DTIME(F(n)) (DSPACEFEF(n))) denota la clase de problemas que son aceptpdos
maquinas de Turing deterministas que reconoceamsada dentro de un tiempo (espacio)
F(n). En tanto que NTIMBE{(n)) (NSPACEE(n)) ) denota la clase de problemas aceptados
por maquinas de Turing no deterministas que acej@atro de tiempo (espacigjn).

Al especificar las cotas de clases, muchas vecesaéa notacion de la funcion de orden
0. SiG(n) es una funcionG: N - R, O(G(n)) es el conjunto de funcion&s' que
satisfacerG'(n) < c [G(n) para alguna constante real positivg para todan = ng, donde

np depende d&. Notese que Sig es cero, entonces se cumple para todiN.

La notacion O es usada dentro de las clases NTIMBEME, etc.,... Por ejemplo,
DTIME(20(n)) denota la union de DTIMEE?) tomadas sobre todas las constamtes

También se usa la notaciq@oly(G(n)) que abrevia a @(n)O(1)), esta es la clase de
funciones acotadas superiormente por algin polioamifuncion dé&s, ya que O(1) denota

a cualquier constante real positiva. Usando estciim, podemos reescribir a las clases de
complejidad como:

+ DLOG = DSPACHpg(n)),

+  NLOG = NSPACE(g (n)),
« P =DTIME(poly(n)),

+ NP = NTIME(oly(n)) y

+  PSPACE= DSPACIHIly(n))

Las clases P y NP las podemos también identifieda diguiente manera:

« P es la clase de problemas que poseen algoriti@tesministas de resolucion que
tardan tiempo polinomial.

« NP es la clase de problemas que tienen un atgwriteterminista de resolucién que
corre en tiempo exponencial, pero para los cuaeshien existe un algoritmo no
determinista que corre en tiempo polinomial.

A los problemas de la clase P, se les reconoce guoldemadratables puesto que para

cualquiera de sus instancias, éstas se resuelegralgoritmos que corren en un tiempo
acotado de computo. Se dice que un problema nwb&ien resueltdasta que es hallado

un algoritmo determinista de tiempo polinomial daeresuelve [8]. Se le asigna a un
problema el término diatratable,si este se ha mostrado tan dificil que no se hargrazo
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algoritmo determinista con complejidad polinomialtempo que lo resuelva, es decir, no
se ha hallado algoritmo eficiente que lo resuelkatonces una primera clase de
complejidad que contiene problemas intratableta ease NP.

Todo algoritmo cuya funcion de complejidad de tiemmo pueda acotarse por una funcion
polinomial, se dice que es un algoritmo de comgidejiexponencial en tiempo, aun cuando
debe notarse, que esta definicion incluye ciedasibnes de complejidad de tiempo, tales

como,nlod(N), las cuales normalmente no son consideradas cancidhes exponenciales.

El términointratable refleja el punto de vista de que los algoritmedidmpo exponencial
no son considerados 'buenos' algoritmos y que gemente tal clase de algoritmos refleja
variaciones de busquedas exhaustivas, mientrasalpogitmos de tiempo polinomial
generalmente son construidos sélo a través de texpéestructuras internas e inherentes
del problema.

Existen algoritmos de tiempo exponencial, que hdop suy Utiles en la préactica. La
complejidad de tiempo de un algoritmo tal y combéanos definido, es una medida para el
peor de los casos, y el hecho de que un algorigmgeat complejidad exponencial, significa
gue existe al menos una instancia del problemayemgere mucho tiempo, ain y cuando
muchas de las instancias del mismo problema reaquien la practica de mucho menos
tiempo que un valor exponencial.

Auln y cuando ciertos algoritmos de complejidad egpeial para determinados problemas
tienen un buen comportamiento en la practica, estcha detenido el avance de las
investigaciones por buscar algoritmos de tiemponpotial que resuelvan los mismos
problemas. Y de hecho, el gran éxito de tales #igos exponenciales, lleva a la sospecha
de que hace falta capturar alguna propiedad crdelgbroblema cuyo refinamiento pueda
llevarnos a mejores métodos. Un area de gran stesésobre técnicas generales que
permitan disefiar algoritmos deterministas de tiepgdomomial ya sea para los problemas
intratables, o para variaciones de éstos.

La habilidad de algoritmos no deterministas, deepadvisar un nimero exponencial de
posibilidades en tiempo polinomial, genera la sospede que este tipo de algoritmos son
estrictamente mas poderosos que los algoritmosndigistas de complejidad polinomial.
Sin embargo, contra todos los esfuerzos realizadosse ha podido demostrar esta
especulacioén. La pregunta de sP g NP ?, es uno de los problemas abiertos centrales en
la ciencia de la computacion [7].

Alun mas, sabiendo que se cumple la siguiente jai@entre las clases de complejidad:
DLOG ONLOGO PONPOPSPACE, (%

sigue siendo una pregunta abierta, decidir cuatesstias contenciones son propias, aun
cuando es sabido que: DLGGPSPACE [11]
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Las siguientes relaciones se cumplen:

DTIME(T(n)) O NTIME(T(n)) NTIME(T(n)) O DTIME(20(T(n)))
DTIME(T(n)) U DSPACE(T(n)/ log(T(n)) NTIME(T(n)) O DSPACET(n))

NSPACEQ&n)) 0 DSPACE&N)2)
NSPACEQ&n)) O DTIME(20(S(N)) )

2.5 REDUCIBILIDAD ENTRE PROBLEMAS

Un programa para una mT puede también ser usadb qadcular funciones.
Supongamos qukl es un programa de una mT con alfabeto de entraddidaX, que se

detiene para todmen=*. EntoncesM calcula la funciérfy: = ~ =" dondefp(x) es la

cadena que al deteneide queda en la cinta de la mT, al arrandateniendo a la cadena
como entrada.

Logspace(respectivamentpolytime es la clase de funciones computables por mTas qu
requieren espacitog(n) (tiempo poly(n), resp.). Sea\: <Da,Sp> y B: <Dp,S3> dos
problemas de decisio es reducible en espacio logaritmic®,ay se escribé\ <|og B
(respectivament@ es reducible en tiempo polinomiaBa denotado poA <p B) si existe
una funciérf: Do — Dp que esta en la clasegspaceresp.f esta en la clagaolytime tal
que para toda xesta erBp siy solo sif(x) esta ergg.

Si hay una constante> 0 tal qud(x) < bllbng(x) para toda conlong(x) > 0 se escribir&
<log-lin B (respectivament8 <p.|in B) [11].

Se denotara cons<eff a cualquiera de<|og, <log-lin, <p, <p-lin- EntoncesA<egff B
significa queA es reducible 8 via una funciorf que es computable deterministicamente
en tiempo polinomial.

SeamB y D dos problemas, y s€auna clase de problemas:

1. Se denotara cdd <eff B si es que:A <gff B para todo problema enC, y en tal caso
se dice qué esC-Dificil con respecto &eff.
2. BesC-completacon respecto deff, Si C <eff By adema® esta en la clase.

3. D esCo-Csi su problema complement®C esta en la clase.

Otras clases de complejidades que han sido de witpbrtancia en la Teoria de
Complejidad, son:
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. NP-completo - son problemas que representan lmsa &P, en el sentido de que
cualquier otro problema NP puede reducirse en tiepglinomial a estos.

. Co-NP - es la clase de problemas cuyos complemdatobién estan en la clase
NP.

. NP-Dificil - son problemas que en principio pareser mas dificiles de resolver

gue los problema de la clase NP, ya que cualquarigma en NP puede reducirse
en tiempo polinomial a un problema de esta clasg [1

Se define a dos lenguajés y Lo (0o dos problemas de decisidily y /79) como
polinomialmente equivalentesyando tantdq <eff Lp comoLy <eff L1 ( tanto/71 <eff
[1> como /71 <eff /77 ). Puede comprobarse que la relacksff es una relacion de

equivalencia legitima y que ademas impone un opleuial sobre clases de lenguajes
polinomialmente equivalentes (o sobre los problendas decision polinomialmente
equivalentes).

De hecho la clase P sera la menor clase de eqnoialbajo la relacion de orden parcial
<eff y por lo tanto puede pensarse como la clase de lepdgul consistente de los
problemas de decision mééciles La clase de los problemas NP-completo formara ot
clase de equivalencia, distinguida por la propiedadque esta clase contiene a los
problemas de decision mdsicilesde la clase NP [8].

Sigue siendo un problema abierto hasta ahora, mboew con exactitud las lineas de

acotacion gue existe entre las clases de compdegiddos problemas P, NP, NP-completo
y los Co-NP.
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3. RECORRIDOS EN UN GRAFO

Tomando como referencia que el primer problematpéado sobre grafos fue el de
los puentes de Konigsberg, podemos entonces daeiregtos problemas plantean un
recorrido a través del grafo.

La mayoria de los problemas que consideran un graefmieren de definir una estrategia
para recorrer todas las partes del mismo, es dbfinir un orden para visitar cada nodo y
arista del grafo y, de preferencia, no visitar Mi@suna vez cada elemento del grafo. Asi,
dependiendo del tipo de aplicacién podemos establat recorrido para lograr obtener el
resultado deseado.

Los dos tipos mas usados de recorrido sobre um @ai; el recorrido a lo ancho y el
recorrido a lo profundo. Dado que estamos hablaiedon recorrido entonces eso no lleva
a establecer un camino dentro del grafo, el cualeyaos definido en el capitulo anterior.

3.1. RECORRIDO A LO PROFUNDO

En un grafo, ya sea dirigido o no dirigido, se qmieaplicar el recorrido en
profundidad. Consideremos un gra®o= (V,A) y sea un vértice I V, la estrategia de
recorrido en profundidad explora sisteméticamesearistas d& de manera que primero
se visitan los vértices adyacentes a los visitadas recientemente. De esta forma, se va
profundizando en el grafo; es decir, alejandosgneivamente de

Esta estrategia admite una implementacion simple fatena recursiva, utilizando
globalmente un contadory un vector que va marcando los nodovigdados también es
comun ir almacenando el orden del recorrido. Lagbéda a lo profundo puede analizarse
en base al siguiente algoritmo.

Procedimiento dfs(u)

1.- Marcaru como visitado.
2.- Para cada uno de los noaoS N(u)
a) Siw esta como no visitado entona#gw).
b) Sino marca la aristav,\} como arista de retroceso.
3.- Marcaru como terminado.
4.- Return
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main()

{forv=1ton
Visitados [v]=0; /*0 representa no visitado */
forv=1lton
if (visitados[v]= =0) therdfs (v);
}

Proceduralfs (v:nodo)
nodo w
{ visitados|v]=1; /*1 representa visitado */
for cada nodo w en Ady|v]
if (visitados[w]=0) thendfs (w);
}

El procedimientadfs se ejecuta en un tiempo @€m+n) donden y m son el nUmero de
nodos y el nimero de aristas de entrada del @afespectivamente [2]. Hasta agifs es
un procedimiento en tiempo lineal en base al tantgfigrafo de entradé&.

Esta busqueda a lo profundo sera usado dentraa=dgo de coloreo del grafo.

Cada arista de retroceso detectada durante la édsdis marca el inicio y fin de un ciclo
base o ciclo fundamental.

3.2. RECORRIDO A LA ANCHO

Dado un grafds = (V,A) y un vérticev [1V, la estrategia de recorrido en amplitud
explora sistematicamente las aristassdde manera que primero se visitan los vértices mas
cercanos a.

La busqueda a lo ancho se determina de la busgukxarofundo en términos en el cual
los vértices de un grafo son visitados. Algunaesela basqueda a lo ancho es visualizada
como si simultaneamente la exploracion de los nadog en un punto en comun y se da
la bifurcacion de sus aristas de forma independigsimultanea.

La funcion recorrido en amplitud obtiene un reawréen anchura d@ llamando a la rutina
bfs Se marca (con un color) los tres momentos deodo durante el recorrido, cuando no
ha sido visitado es blanco, cuando se visita pprprenera pasa a color gris y cuando han
sido visitados todos sus nodos adyacentes quealanénte en color negrofs utiliza una
cola auxiliar dependienteslonde se almacenan los vértices no visitados.
El siguiente algoritmo hace referencia al procesbasqueda a lo ancho:

Procedimiento bfs(u)

1. Crea una lista vacla
2. Asignau =v
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3. Marcau como visitado

4. Afade a cada vértice no marcado er) & fin de L
5. Si L esta vacia, termina

6. Asigna au el primer vértice en L

7. Quita el primer vértice de L

8. Return paso (3)

Procedure breadttsy
Parents[S]= -1; color[§=gris; encolar(pendienteS);
While (pendientes is not empty)

{
V=desencola(pendientes);
For each nod®V/ en la lista de Adyacenté4f
If(color[W]= =blanco)
{
color[W]=gris; encolar(pendiente$®y); padrefV|=V;
}
color[V]=negro;
}
Return;

Si consideramos un grafe=(V,E), donde V¥|=n, [E|=m, los recorridos a lo profundo y a lo
ancho son procedimientos 6ptimos en el tiempo meduepara visitar todos los nodos y
aristas del grafo. En términos del tiempo que @i estos algoritmos, ambos son de
complejidad lineal de acuerdo al tamafio de su @atras decir, en base a la suma del
namero de nodos y aristas que hay en el grafaydosg@ denota como complejidad de orden
O(n+m). El ser de orden @¢m) indica que los recorridos tardan un tiempo lineath
respecto al nUmero de nodos y aristas del grafo [2]

3.3. ARBOL GENERADOR DE UN GRAFO.

Todo grafoG conexo tiene un arbol generadorSi G es un arbol entonces es en si
mismo su arbol generadd@eaG-T la notacion para considerar el grafo con ariEi@s) —
E(T). N6étese que cualquier arigtaw}/7/E(G-T)que se adicione Bnos conforma un ciclo
unico denotado por . Esto es porque y w estan conectados por un camino UniggQ P

enT. Asi P, +{v,w} crean el ciclo G, llamado ciclo fundamental dew con respecto a
T.

* Un arbol generadd . dondeG=(V,E), puedo formarse al aplicar la busqueda a lo

profundo sobré&s, y al no considerar las aristas de retroceso.
» Toda arista de retroceso encontrada durante laibdaca lo profundo nos conforma
un ciclo fundamental.
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* Todo ciclo deG puede ser formado a partir de los ciclos fundaatesitdel grafo.

O O OO0 T 060
Fig. 3.2. Arbol generador TG
(5 ) (6 )

Fig. 3.1. Grafo G=(V,E)

3.4. CICLOS FUNDAMENTALES

Cada arista de retroceso que es detectada dummi@stueda a lo profunddfs
marca el inicio y el fin de un ciclo base o cidmflamental.

El determinar el numero de aristas de retrocesaregrafo, nos esta dando al mismo
tiempo el nimero de ciclos basicos que existe gnadb.

SeaC = {Cy, C,, ..., C} el conjunto de ciclos base encontrados en unogdaspués de
realizada la busqueda a lo profundo. Para dostiistciclos bas€i y C; deC, siCj y

C, no tienen aristas en comun, decimos que ambasscscin independientes uno de otro.

Y si un cicloCj no tiene aristas comunes con ningun otro cicl&€dentonce<j es un
ciclo independiente en el grafo.

Ademas, se puede demostrar que cualquier otro gidcse visualiza en el grafo origial
se conforma de la combinacién lineal de dos o n@sscbasicos. Por lo que es comun
denotar que cualquier ciclo de un grafo se puepeesentar como: {1 C, O.... O G,
donde caddCi, i=1,...n es un ciclo basico y el operaddr [ B) indica que se consideran
aristas disjuntas del conjunto de aristas que apar@anto e como erB [1].
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4. PROCEDIMIENTOS BASICOS

PARA EL 3-COLOREO

En este capitulo se hara énfasis al coloreo derafo,goroblema que por mucho
tiempo estuvo ligado al problema de colorear un andpomo se indicG en capitulos
anteriores, este ultimo problema pregunta: ¢ Cuaaioses son necesarios para colorear un
mapa de tal forma que los vecinos de cada estadarieun color diferente? Este problema
se puede resolver de distintas maneras, pero im@ms encontrar un procedimiento que
nos pueda decir el nUmero minimo de colores aatili

4.1. COLOREO DE UN GRAFO

El coloreo de un graf@= (V, E) es una asignacion de color a cada uno de los
vértices deG. Un coloreo es propio si los vértices adyacentgeesi, siempre tienen un
color diferente. Urk-coloreo deG es un mapeo d¥ en el conjunto {1,2,3,.k} de k
“colores”. El numero cromético de un gra®oes denotado pgG) y representa al minimo
valor dek tal queG tiene urk-coloreo propio. Se sabe qu&) es un problema computable
en tiempo polinomial cuandgG)<2, pero determinar para cualquier gré&fosiy(G)>3 se
convierte en un problema NP-completo[8] .

El problema de determinar el nimero minimo necespara colorear un grafo es un
problema NP-completo, aun para gra@sle grado 34(G)=3). Una consecuencia de lo
anterior, es que no se tiene una teoria compléta b coloreo de un grafo[3].

Los problemas de decision se clasifican en congudéocomplejidad comparables llamados
clases de complejidad)n problema se encuentra dentro de la clase melepdad NP siy
s6lo si puede resolverse en tiempo polinomial nediain algoritmo no determinista. Se
considera que los problemas NP-completos son Iesdifi@iles de la clase NP y la razén
es que de tenerse una solucion de tiempo polinopded un problema NP-completo
entonces todos los problemas de la clase NP tentikiabién una solucion en tiempo
polinomial

En el problema del coloreo de un grafo, se desgaasa cada vértice del grafo un color
anico. Con la restriccion de que a cada par decedrconectados por una misma arista se
les debe asignar colores diferentes. También, poslemr el coloreo de un graf®como
una funciénV(G) del conjunto N de los enteros positivos (0 nUreeraturales) tal que los
vértices adyacentes presentan distintos valoresdinales , esto es, el coloreo @e&es una
funcién:

c:V(G) - N tal que para todo\} [ E(G) se tiene que(u) # c(v)
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Al realizar el coloreo del grafo se pueden utilizacolores, pero nosotros centramos
nuestra atencién en el 3-coloreo, y proponemosraoegdimiento para dado un grafo de
entrada determinar si es posible o no, coloreanto3colores.

Presentamos aqui algunas condiciones de suficipacgque se realice satisfactoriamente
el procedimiento del 3-coloreo de un grafo.

4.2. DOS COLOREO DE UN ARBOL

Un arbol es un grafo conexo que no tiene ciclos. Los asbalen los grafos
conectados mas pequefios, ya que si se elimina aalgusta del arbol, este queda
desconectado. Una propiedad fundamental de un ésbaojue todo arbol com vértices
tiene (-1) aristas.

Si G=(V,E) es un arbol entoncds|=|E|-1. Por prueba de induccién sobre el numero de
vértices|v|=n.

1. Sin=1 entonce$5=K el cual es un grafo conectado sin ciclos y asi|g®, K,=0.
2. Sin=2 entoncesG=K, y se tiene qu¢E|=1. Asumamos que el resultado se cumple

para cualquielG|<t y consideremos ahora en un aréaton|v|=t+1.

3. SeaG=(V,E) tal que|v|=t+1, G debe tener un vértice de grado 1 porque sGno
contendra un ciclo. Sedl V tal qued(v)=1 y seaG'=G-{V} lo cual aun es un grafo
conectado sin ciclos, asi qGees un arbol cofs tonos.

Por tantdE(G’)|= [V’ |-1=|v[-2 y se sigue quEE(G)= |v|+1 asi el resultado es verdadero
para|V|= n=t+ 1 [1].

Entonces cualquier arb®| se puede colorear por niveles y alternando celargando sélo

o
(2)

Fig. 4.1 Coloreo de un arbol por niveles
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4.3. 2-COLOREO DE GRAFOS

La clase principal de grafos reconocida por seol@reable, es la clase de grafos
bipartitos. Por otro lado, es conocido que se pudelatificar en tiempo polinomial si un
Grafo G es bipartito o no. En base a los ciclos fundanestdel grafdG se tiene qué es
un grafo bipartito si y sélo €& no contiene ciclos de longitud impar [6].

Se sabe que un graf® tiene un nimero cromético igual a 2 si y soldssés un grafo
bipartito no vacio. Dadas las definiciones antesann grafds es bipartito si y solo € no
tiene ciclos impares. Si una grdkocontiene al menos un ciclo impar, entong&) = 3.

Por supuesto, €& [ C, para algun entero b 4, entonceg(G) = 2. Por otro lado si = 3

es un ciclo impar entero, entongg€ ) = 3. Nosotros ya sabemos g€ ,) = 3 cuando

n = 3 es impar. Para mostrar qu€ ,) = 3, necesitamos mostrar que existe un 3-coloreo
de C,. Asi podemos colorear algunos vértices @ge con el tercer color y alternar el
primero y el segundo color para los vértices fadtan

La forma natural de construir los ciclos fundamkestade un grafo, es aplicando la
busqueda a lo profundo (o igualmente, la busqueldaaacho). Una vez reconocidos los
ciclos fundamentales, es relevante para el 3-oolosvisar si estos son de longitud par, o
impar, 0 una combinacion de ambos casos.

o @

Fig. 4.2. Grafo Bipartito

4.4. 3-COLOREO PARA CICLOS EMBEBIDOS

Primero suponemos que tenemos como entrada unggaéral cualquierg, al
cual le aplicamos la busqueda a lo profurido=dfs(G) y verificamos siT ; presenta
ciclos embebidos.

SeanC = {Cy, Cy, ..., G} y si dos ciclosCj y C; tienen aristas comunes, se puede revisar
si pueden considerarse como un ciclo embebidadentro del otro. Dados dos diferentes
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ciclosCj y C; de un grafo con aristas comunes, diremosGjueuede embeberse dentro
deCj, si:

a)V(Ci) O V(Cij) : el conjunto de nodos @& es un subconjunto de los nodosGle

b) Ci @ C; =Cy, donde el operado@ denota lo operacion or-exclusivo entre el conjunto
de aristas de los ciclgsCy es un nuevo ciclo del grafo, pero diferen@iay C; [1].

En este caso, diremos q@g es el ciclo embebido interno @j es el ciclo embebido
externo. La propiedad de que dos ciclos estén eddmeluno dentro del otro, puede
extenderse a un conjunto de ciclos embebidosDSe#C,, C,, ..., Cx) una tupla de ciclos
embebidos y ordenada de tal forma @je estd embebido elCj ., , parai=1,...,k-1. En
este caso, diremos q@& es el ciclo embebido mas interno y dtiees el ciclo embebido
mas externo de la tupla.

Teniendo la premisa de coloreo de ciclos donde gacaear un ciclo par son suficientes 2
colores y, si tenemos un ciclo impar necesitaredesin tercer color para el coloreo del

ciclo. Entonces si; presenta ciclos embebidos, podemos colorear elistinide ciclos
embebidos usando sélo 3 colores, de la forma gitplie

1. Parai=1 hastak

2. ColorearC;
a. SiC; es par, colorear con 2 colores
b. Sino colorear con 3 colores

3. Terminar

Fig. 4.3. Grafo Embebido

32



Coloreo de Grafos Embebidos Capitulo 1V

4.5. CONDICIONES DE SUFICIENCIA PARA EL 3-COLOREO

Anteriormente se ha planteado un algoritmo dereolgara grafos bipartitos y se

han presentado condiciones de suficiencia parablelen optimo de grafos embebidos.
Ademas se ha mostrado que estos procedimient@ganaén tiempo lineal.
Dado que tenemos la forma natural de construircio®s fundamentales de un grafo, a
través de aplicar la busqueda a lo profundo (oligeiate, la busqueda a lo ancho). Una vez
reconocidos los ciclos fundamentales, es relevaanta el 3-coloreo, revisar si estos son de
longitud par, o impar, o una combinacién de amias®s.

SeaT ; =dfs(G) el grafo generado después de haberle aplicadoslguleda a lo profundo.
Procedemos a revisarbj presenta alguno de los siguientes casos basicos:

1. Si T, no tiene ciclos fundamentales impares entoncgse¥ 2-coloreable. Esta

opcion considera el caso donflg es un grafo bipartito. En este caso, la coloracion

por niveles resulta ser un procedimiento eficigrae el 2-coloreo.
2. Si algun ciclo basico e incluye ciclos impares, pero tales ciclos no se

intersectan con algun otro ciclo entondeses 3-coloreable. Podemos colorear T

por niveles, usando el tercer color para colorealacuno de los nodos finales de
cada ciclo impar. El nodo final de un ciclo es etle donde la arista de retroceso
fue encontrada durante la busqueda a lo profundo.

3. Si existen dos ciclos intersectadog £ C; deC en T, donde ambos ciclos

comparten una sola arista en comun entonces podeamnsformar tales ciclos en
ciclos embebidos mediante una transformacion poliabsobre el grafo. Ver la
siguiente seccion.

4. Cuando tenemos ciclos embebidos, se inicia el eoldel ciclo mas interno al mas
externo. Cuando se inicia el coloreo de un nueelm,cusamos un color diferente
para sus nodos vecinos, considerando para estéosat@dos en los ciclos internos
que ya han sido coloreados. En este caso, considera T, como una instancia

de series-paralelas del grafo, el cual se sabes|Becoloreable en tiempo lineal.
5. SienT, solo se tienen ciclos intersectados a pares, ees@hes 3-coloreable. El
coloreo deT ; se hace de manera similar al paso anterior, elegatgiin ciclo y lo

coloreamos, para colorear el siguiente ciclo usaomogolor diferente al de sus
nodos vecinos, considerando el ciclo que ya selmmeado anteriormente [2].

Entonces, si la estructura topolégica de la entddagrafo pertenece a alguno de de los

anteriores casos basicos, enton€eses 3-coloreable y el coloreo puede realizarse
eficientemente.
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5. REDUCCIONES POLINOMIALE

SOBRE GRAFOS

La topologia del grafo es una parte importanta pardeterminacion del niumero
cromatico, ya que el procedimiento que proponenawa pl coloreo de grafos embebidos
trabaja con esta condicién. En el capitulo antes®mmenciona como se realiza el coloreo
en grafos embebidos, ahora proponemos un procetdionet cual trabaja sobre un grao
el cual inicialmente no presenta una topologiardgrafo embebido, sin embargo, veremos
bajo que condiciones podemos transformar un grafoaiclos intersectados en un grafo
con ciclos embebidos [4].

Ademas, en caso de que las condiciones de sufigigaca el 3-coloreo no se cumplan,
presentamos procedimiento eficiente para realizeslereo de un grafo comcolores.

5.1. TRANSFORMACION DE CICLOS INTERSECCTADOS EN QIOS
EMBEBIDOS.

Veamos como trabaja nuestro procedimiento sobadog)iG de grado 3. Por
ejemplo consideremos el grafo @ede la figura 5.1, que inicialmente no se obsernraao
un grafo con ciclos embebidos, pero al realizaregorrido sobre el obtenemos como
resultado el graf® de la figura 5.2.

Fig. 5.1. Grafo inicial

El proposito principal de la reduccién entre gradgsransformar un grafo el cual tenia en
su estructura dos ciclos intersectados, despuésatiear la transformacion se tiene un
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grafo equivalente pero donde las dos aristas decesto coinciden en un nodo comun, lo
gue obligara a que los dos ciclos se reescribarm @ictos embebidos [4].

2 N A
DO

Cy Fig. 5.2. Grafo con ciclos intersectados

Fig. 5.3. Grafo con ciclos embebidos compartiendo 1

El algoritmo para la transformacién de un grafo dos ciclos intersectados a un
grafo con ciclos embebidos, se muestra a contigoaci

PROCEDIMIENTO Transf_Embebidos(G)

Entrada: Un grafoG resultante de aplicar el procedimiento de busqueda  lo
profundo y el conjunto de sus ciclos b&sq C,,Co,...,Cy}.
Salida: Reescritura del grafo transformando ciclos intdeskrs y con arista comuan
en ciclos embebidos.

Procedimiento
Parai=1 tok

a) Si Ci no esta embebido &€ [ C and E(Ci) n E(C;)|=1) entonces
* hay que reorganizar@ y C; como ciclos embebidos */
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Sea eE(Cj) n E(Cj) /* la arista comun de los dos ciclos interseasatl
1) Selecciona el nodoincidente &y a la arista de retroceso @e
2) Redibuja &; a partir deu y siguiendo por su arista incidente diferenge a
3) Al terminar de reescribir @, su ultimo nodor dibujado es comun co@;, ahora se
redibuja aC; a partir dev siguiendo su arista incidente diferente a
4) Al terminar de reescribir @;, se redibujan todas las aristas faltantes, inddyda
aristae que ahora se convierte en una arista de retroceso.
Continuar [4]

Este procedimiento es de complejidad polinomiatiempo, puesto que recorre cada uno
de los ciclos que existe en el grafo para vertsi ggede quedar embebido dentro de otro de
los ciclos base.

5.2. COLOREO GENERAL DE UN GRAFO USANDO NODOS CRTIODS.

Primeramente revisaremos algunos resultados qusasan como preambulo para
el proceso del coloreo de un grafo.

Lema. SiG es un grafo no regular conexo entondé&® < A(G). Si G es regular, entonces
x(G) <A(G) + 1.

Para probar el lema, asumimos duiees no regular, escogemos un veértice de grado

minimo enV como el nodo raiz del arbol generador. Recorrenh@gado resultante en
preorden (realizando el recorrido primero por lodas hijos y después los nodos padres).
Cuando cada uno de los vértises# v, es coloreado, el padre de ya no es coloreado.

Por consiguiente podriamos decir @i¢e, ) — 1vertices adyacentes ya han sido coloreados.

En consecuencigVv, ) < A(G). Cuandov; es coloreado, todos los vértices adyacentes ya

han sido coloreados. En consecuerxia) < A(G), podemosconcluir quey(vy) < A(G).
Por consiguientg(G) < A(G) [2].

Si G es un grafo regular, el procedimiento es como esgciona anteriormente, excepto que
x(v1) < A(G)+1. Por consecuencia obtenemos la conclusion de.I&ote que siG es
regular, solo un vértice necesita ser coloreadocetanlorA(G) + 1.

Si la busqueda a lo profundo es utilizada parar@des nodos de un grafo complétq,

y después aplicamos color a los nodos del arbargeior en preorden, entonces se puede
mostrar que se necesitan usar exactanreodéores.

Dado un grafds=(V,E), y un nodov (I V, el subgrafo inducido pd¥(V) es denotado como
H(v), el cual consiste d&(V) y todas las aristas énhentre los vértices d&(v).

Lema. Si G esk-coloreable, entonces para algdin V , H(v) es k- 1)- coloreable [2].
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Desde los grafos 2-coloreables o grafos bipartpogden ser identificados y coloreados
(con solo dos colores) en tiempo polinomial. Poteeha anterior, los vecinos de algun
vértice en un grafo 3-coloreable pueden ser collm®acon dos colores en tiempo
polinomial.

SeaG = (V, E) un grafo cony(G) = m. Si nosotros removemos una aristaVfde G,
entonces existen 2 posibilidades, ya seay@e-{u, }) = mor (G —{u, ) = m-1. En el
ultimo de los casos, decimos que la arista\f es critica. Si un nodal tiene una arista
critica, entonces podemos extender la definici@rypodou es critico también.

Un grafoG es critico siy(G — {u, }) = x(G) — 1 para todas la aristasu{ v} LE. Siy(G) =
m, decimos qué&s esmcritico.

Es facil observar que para cada gr&day un subgrafo critico. ${(G - {u, }) = ¢(G)
para alguna de las aristasu;-{4 [ E, podemos eliminar dicha arista. Continuando con la
eliminacién de las aristas hasta que cada unosde&iantes aristas sean criticas. Entonces
el resultado es un subgrafo critico [2].

De acuerdo a estos ultimos resultados, desarroflanmo algoritmo que se presenta a
continuacion. Se& = (V, E) un grafo con\f| =n, |E| =my seaT; un grafo generado al

aplicar la busqueda a lo profundo soGre

La estrategia general de esta propuesta para aoéi@nsiste en:

Primero: Reconocer la topologia del gr&o Esto se realiza al aplicar la busqueda a lo
profundo sobre el grafo.

Segundo: Probar sG puede ser coloreado con dos colores, un procedmi€ee
complejidad lineal en tiempo es ejecutado pararchéar esta condicion.

Tercero: SiG no es 2-coloreable, entonces detectamos al wpddae de un ciclo impar de
grado maximo y con conflicto maximo para coloreaentro de los nodos del ciclo impar.
Este procedimiento puede ser realizado en tiempogooial.

Cuarto: Se colorew con el color activoy y sus aristas adyacentes son borradas del grafo
actual. Después de ésto, el proceso regresa allpaso

El procedimiento es ejecutado de manera iteratiesmtnas el en el grafo actual no se lleve

0 se reorganice de tal manera que llegue a sertibpaqui se muestra el pseudocddigo
para este proposito.

PROCEDIMIENTO SELECT_NODE_CANDIDATH(;, NV)
Entrada:T, es un subgrafd\V es la vecindad de los vértices que no pueden ser

colorea cork colores.
Salida:v O V un vértice a ser coloreado.
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Procedimiento

1. Vertices= minugT ;,NV); [*Veértices=V (T;) — NV*/
2. Escogevw /7 Veérticestal que [*v debe ser un nodo critico */

3.9(v) andd(NV (v)) son valores maximos sobre el conjunto de noebsidlo impar
4. En otro caso /* Si todos los ciclos imparesiga sido cubiertos piV */

5. Escogevw /7 Veérticestal que [*v tiene el grado maximo en, */
6. Si (naximumOverT ; (8(v), T;) == true) entonces
7. Returnv

ALGORITMO SEEK_CHROMATIC_NUMBER
EntradaG es un grafo no dirigido.
Salida: Una aproximacion al valor g)

Procedimiento

k=3; /*Inicializamos con la clase de color 3*/
T,=dfs(G) /*Los nodos del grafo estan ordenados*/

1.- Mientras (is_bipartitd{; )==false) [*Mientras exista un ciclo impar &4/
{NV =0, "NV es el conjunto para la clase de céldf
2.- Mientras (is_subs®y, V(T ;))==true)
a) { v =Select_Candidate_No(le;, NV);
b) Color(v) =k ; delet¢T, v);
addNV, N(v); [*NV =NV O N(v)*/
C) H = Max_Componeni{(;); /*Si T, esta desconectado entonces hay que
considerar el componente con el méximo valor pé@x*/
d) T,=dfs(H) /*Mantiene ordenados los nodos restantes*/
Tkt+;
}

3.- Llam a 2-Colorind( ;) [*Al final, el grafo resultge es 2-coloreable*/
Return

El procedimientdSeek _Chromatic_Numbg2] consiste de dos ciclos, uno dentro del otro.
En cada iteracion del ciclo externo, se determimacanjunto independiente al que se le
asigna el colok. Esta clase de coldres formada por los nodos criticos del grafo con el
que se esta trabajando (grafo actual) y se comgenen conjunto independienite de el

grafo. Asi tendremos, que cada uno de los nodosl emonjunto independiente; es
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coloreado con el colgr+ 2, es como se muestra en el primer y segundo deala figura
5.5.

El ciclo interno se utiliza para realizar la bustpele cada uno de los nodos criticen el
grafo con el que se esta trabando asi como paranktruccion de las vecindads¥/(v)

para el conjunto independierite donde v es como se muestra en el segundo grato de
figura 5. 4.

Cuando un nodo critico es detectado, este es emlorg eliminado del grafo al igual que
las aristas incidentes a este nodo; com esta cambiando cada vez que hay una nueva

iteracion del ciclo interno, entonces en algun mameodria ser no conexo por lo que es
necesario estar aplicando la busqueda a lo profudepués de terminado el ciclo interno.

El ciclo externo finaliza cuando el subgrafo restdn, es bipartito, y entonceB; es 2-
coloreable, asi como se muestra en el tercer geafa figura 5.5.

Fig. 5.4. Ejecucidn del algoritmo sobre el grafo de Grétzsc

Fig. 5.5. Dos iteraciones del Ciclo principal
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Fig. 5.6. Tercera iteracion del Ciclo principal (Grafo Riésute)

5.3. ANALISIS DE LA COMPLEJIDAD EN TIEMPO DEL ALGOR MO

Dentro del algoritmd@&Geek Chromatic_Numb& operacidon mas costosa hablando
de tiempo dentro del ciclo interno (paso 2); ésmeinar el nodo critice a ser coloreado,
linea (a). Este paso es realizado en tied@fa * n), y como ese ciclo itera por lo menos
veces, entonces la complejidad de tiempo del ¢itkrno es ©(m * n?3. Mientras que el
ciclo externo (paso 1) es ejecutado en-(n) veces en el peor de los casos (cuando todos
los ciclos deG son impares), y la instruccibn mas costosa esigim ciclo interno,
tendremos que la complejidad total en tiempo detguimiento es polinomial y es de
orden:

O((m —n) *m * n2)1]

Nuestro interés principal sera determinar el nianmmmedio de colores usados por el
algoritmo, mas que el comportamiento en el pedosgeasos. Seiel = m —n la variable
usada para denotar la relacion entre el numeroistasy el numero de nodos en cualquier
subgrafo dado. La variabtel denota el nUmero de ciclos menos 1 en un grafeatado.
Dado que sabemos que para algun grhfeim< n entoncedd es bipartito d4 es un ciclo
impar simple y entonced es 3-coloreable. Se analizara el valor que toghapara cada
subgrafoT ; , U G generado después de cada iteracidel ciclo principal (ciclo externo).

SeaK,; sea el conjunto independiente construido engedaioni.

Dado un grafo inicialc = (V, E) con V| =n, y [E| = m, en cada iteracion del ciclo
principal el numero de nodos y el nimero de aristaisactualizados comn;,, =n, - K, |

f+1

40



Coloreo de Grafos Embebidos CapituloV

y m,, =m, - [E(K,)|, puesto que cada iteracion los nodoKeson eliminados del grafo
activo al igual que las aristas incidentef ) [2].

SeaG,,, = G, - K, el grafo restante generado @ después de haber finalizado la
iteracioni dentro del ciclo principal. Como ca#fg es un conjunto independiente Ge,

no hay arista d&,; conectando alguno de los nodoskle Ademas, las aristas &tK )
cubren cada nodo de, , esto es quE(K,) es una arista que cubré&a, entonces nosotros
tenemos quel(K;) |>n, y el numero de aristas restante€sn esm,,, =m, - [E(K,)|>

m, -n;,asim, -n; es una cota superior parg,, .

El comportamiento entre el nimero de aristas yigiaro de nodos para cada subgf@afo
cumple que:

rel, =m, - n,

rell =m,-n; < (mo 'no) -ng = (mo 'no)_(no - |Ko|) =mg - 2r]0 + |Ko|-

rel, =m, -n, <(m, -n;) -, - K,[) =mg - 2n, + K,| - (Ng - Kol - Ky [) =mg -3,
+ 2K, | + Ky

rels =m; -N; < (mz 'nz)_(nz - |K2|) =m, - 3rl0 + 2Ko| + |K1| - (no - |K0| - | Kll -
[K,[)=mg -4n, + 3K, | + 2|K, | + K,|.

rel, =mg - (k+1) ng + kKol + (k-1) Ki| + ... + K|

Un valor promedio paraK||, i = 0 , ..., k-1 es calculado al considerar que
ZmKi 5(v)z2'j'215(6i) > n,, donde J(G, es el grado promedio del subgraf, y
entoncesl, | * &(G,)>n, yademasK,|>n,/d(G,) =n/Jd, siendod el grado promedio
del grafo inicialG. Asi, podemos aproximar el valor dé, | porn/d.

Entoncesel, <m, - K+ 1) n, + Z:(k—i) *(n/o)=m, —(k+Dn+ (n/d)* ((K(k +
1)/2). Y nosotros queremos saber el numero promeeliteraciones para el ciclo externo
hasta que se llega al casordk, <0, esto es cuandm, + (k(k+2)/2) * (n/J) < (k +1)n,.

Seee m = my y n = n,, Como m = ©* n [/ 2 entonces
[(6*n)/2+(n/d)* (k(k+1)/2]/n<k+1, asido+(k(k+1)/d<2*(k+ 1). Asi,
Ol(k+1)+k/d<2 (1)

Para resolver la ecuacion (1) expresamos la eauaeid términos de la variablie
obteniendo: 0< - (@1/d)k*+(2—-(1/J)k+ (2-9)y factorizando el polinomio erk,

tenemos: 0< -/ J)(k+(~/40+1-1+20)/2)(k-(~/40+1+20-1)/2), y el intervalo
donde donde k cumple la ecuacion (2), es:
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-(\40+1+1-20)/2<k<(~/40+1-1+20)/2. Asi, el maximo valor parfacumpliendo
(1) y el cual representa el nUmero aproximado d&es usados para nuestro algoritmo es:

X(G)=(/40+1+20-1)/2.

Desde aqui este procedimiento utili2éd) colores (donde la notacioD es utilizada para

suprimir factores polilogaritmicos) para colorehgmafo de entrad&, siendod el grado
promedio inicial del graf&
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6. CONCLUSIONES

El objetivo principal de este trabajo de tesis &studiar el problema del coloreo de un
grafo y particularmente, el 3-coloreo. Esto cofialidad de proponer un nuevo algoritmo
competitivo con los actuales. Entre los objetivagipulares y que lograron cumplirse, se
tienen los siguientes:

« Disefio de un nuevo algoritmo que trabaja eficieet@m esto es, tiene complejidad
polinomial en tiempo an base al tamafio de su giafentrada. Este algoritmo
realiza el 3-coloreo de su grafo de entrada, gueses “posible tal 3-coloreo.

» Determinacién de las condiciones de suficiencia jpare nuestro algoritmo trabaje
de forma efectiva (encuentre la solucion cuanda esista).

» Disefio de una transformacion que trabajando enptepolinomial transforma un
grafo con ciclos intersectados en un grafo conosi@dmbebidos, cuando esto es
posible. Tal transformacién coadyuva a que el grdéo entrada cumpla las
condiciones de suficiencia para hacer el 3-coloreo.

» Disefio de un algoritmo de aproximaciéon para elreslen general. Para cualquier
grafo de entrada, incluyendo los que no son 3-ealdes, el algoritmo haya un
coloreo aproximado al coloreo con el nUmero optimimo) de colores.

» Determinacién del factor de aproximacién que garanel algoritmo genera
anteriormente comentado. Este algoritmo de aprmitmatambién es eficiente,
esto es, corre en tiempo polinomial sobre el tantgEhgrafo de entrada.

Para la implementacion computacional de los algast antes mencionados se desarrollo
un sistema con el lenguaje JAVA. Este sistema eoatuna interfaz grafica sencilla pero
amigable al usuario.

Requerimientos del Sistema:
* Procesador 300 Mhz o superior
* 32 Mb en memoria RAM
* Instalacion de la Maquina Virtual de Java (JVM)
» Espacio minimo en disco duro (1 Mb)
» Programas desarrollados en este trabajo de tesis

Aportaciones

La teoria de grafos tiene mudltiples aplicacionesdamrsas areas. Los grafos nos han
permitido modelar situaciones como relaciones damistad, modelacion de rutas en un
plano, asi como dentro del campo de la investigaeid circuitos electronicos y en el

tréfico de datos en redes.

En nuestro trabajo, un resultado relevante, fudegiostrar que aunque el problema del 3-
coloreo es un problema NP-Completo, se puedenrcamaktyoritmos eficientes que
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efectivamente colorean con 3 colores a un amgpe&ro de los grafos 3-coloreables.
Aungque como es de esperarse, no se tienen todasrdgiones necesarias y suficientes
que pueden probarse en tiempo polinomial y quegacanticen con un grafo de entrada es
0 no, 3-coloreable.

Limitaciones del trabajo

Dentro de los desarrollos alcanzados en la predests, también podemos decir que
existen limitaciones dado que solo estamos tratandema dentro del area del coloreo de
grafos, en este caso, el 3-coloreo. Creemos quexsten condiciones de suficiencia que
se podrian determinar para realizar eficientement8-coloreo, lo que permitiria extender
la clase de grafos que pueden ser reconocidagrepd polinomial como 3-coloreables.

Trabajos a futuro

» Continuar extendiendo el algoritmo para un colaeweral tratando de mejorar su
factor de aproximacion.

» Continuar estudiando las condiciones de suficiega@anos permita determinar en
tiempo polinomial si un grafo de entrada es o ro@l®reable.

» Estudiar si es posible que existan criterios dsgipara la determinacion del 3-
coloreo de un grafo.
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Anexo A

La teoria de grafos aun es un tema de mucho désarrel planteamiento y esta tesis es
una de ellas ya que se presentan avances en @laanoa del coloreo de grafos y en las
reducciones polinomiales que trabajan sobre ladagfas equivalentes de un grafo.

La interfaz grafica de nuestro sistema permite @grede una manera mas clara la
topologia del grafo como se muestra a continuacion.

1.- Para poder dibujar los nodos se puede ir aliriglicion -> Dibujar Nodoen después
dar clic en el area y aparecera el nodo con swecésp numero de referencia. O también
dar clic en el radio buttoNodoy ya se podra dibujar el nodo de la misma maneeal@
explicada anteriormente

B =3 . Coloreo de Grafos ™ -- Programa de Tesis -- Isaac Chantes Quechol

Archivoe Edicion Impresion Acerca de..

S[m ®Nodo O Arista O Colorear

1
¢

o

2
L

L 2

2.- Se puede dibujar una arista si vamos al nkghcion->Dibujar Aristay posteriormente
arrastrando el puntero del mouse de un nodo algoteose desea unir; no importa si no es
muy preciso al seleccionar el nodo ya que por diesauseleccionara el nodo mas cercano
al puntero. Otra manera es dando clic en el raditobAristay arrastra el mouse como se
explica.
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*** 3 - Coloreo de Grafos *** -- Programa de Tesis -- Isaac Chantes Quechol

Archivoe Edicion Impresion Acerca de..

B[ ONodo @ Arista O Colorear

1
e

e

©

3.- Finalmente para colorear el grafo tenemos gaé rmenuEdicion-> Colorear Grafoy

se nos mostrara el resultado del coloreo en laaffanTambién podemos dar clic en el
radio buttonColoreary arrojara el mismo resultado

***3 - Coloreo de Grafos *™* -- Programa de Tesis -- Isaac Chantes Quechol

Archivo Edicion Impresion Acerca de..

3|k O MNodo ® Arista ® Colorear

1
e

e

2
®

MNurn. de Ciclos =2 % i 1 4 4

Para Terminar la aplicacion podemos cerrar la ventermalmente. Como se muestra esta
aplicacion realiza el algoritmo de coloreo comeseequerido.
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