BENEMERITA
UNIVERSIDAD AUTONOMA
o DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS DE CIENCIAS DE LA COMPUTACION

ASPECTOS FiSICOS Y NUMERICOS
COMPUTACIONALES DE LAS ECUACIONES DE
NA R — STOKES EN VARIABLES VELOCIDAD Y

VORTICIDAD

PARA OBTENER EL TITULO DE:

{IERO EN CIENCIAS DE LA COMPUTACION

‘ PRESENTA:

JOSE ANTONIO CARRASCO HERNANDEZ

ASESORES:

DRA. BLANCA BERMODEZ JUAREZ
DR. ALFREDO NICOLAS CARRIZOSA

PUEBLA PUE. MARZO DE 2009



Sumario

En la presente tesis, se muestra una solucion numérica a las ecuaciones de
Navier-Stokes en dos dimensiones, para el caso de un fluido no estacionario,
incompresible, viscoso e isotérmico. Se resolveran dos problemas prueba, en los
cuales se hara uso de la formulacion velocidad — vorticidad de las ecuaciones de
Navier-Stokes; el primer problema trata sobre vértices de Taylor, es decir un
vortice se forma en un flujo laminar al aumentar la velocidad de rotacion del flujo.
El segundo problema es de la cavidad cuadrada con tapa deslizable, el cual trata
de estudiar el comportamiento de recirculacion de un flujo dentro de una cavidad,;
para nuestros dos problemas la solucion se obtiene al satisfacer las condiciones
de frontera de nuestra region de estudio. Para ambos casos se muestran las
graficas de las soluciones obtenidas de estos problemas, presentando nimeros de
Reynolds que van desde 400 hasta 7500, con mallas considerablemente gruesas.
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1. INTRODUCCION

Para este proyecto de tesis, nos internaremos en el campo de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, con el objetivo de resolver de manera
eficiente un sistema dado por estas ecuaciones, el cual describe un problema de
la mecanica de fluidos. Para nuestro estudio particular el sistema a resolver esta
propuesto por las ecuaciones de Navier-Stokes en su formulacién velocidad -
vorticidad.

Es asi que en el presente proyecto de tesis iniciaremos con una introduccién al
andlisis numérico y la teoria matemética de los fluidos, definiendo algunos
conceptos basicos y nos enfocaremos principalmente en los sistemas de
ecuaciones que rigen el movimiento de los distintos tipos de fluidos (ideales y
reales). Ademas analizaremos dos problemas prueba, el primero: el problema de
Vortice de Taylor y el segundo: el problema de la cavidad cuadrada con tapa
deslizable. Posteriormente se presentara la solucion de estos problemas por
medio de gréaficas presentadas en la seccion 4.

En el capitulo Il, veremos el concepto basico de fluido asi como algunas
definiciones sobre fluidos ideales y gas ideal ademas se explicaran brevemente
las leyes que satisfacen a estos fluidos. Para tener una mejor comprension del
tema, hablaremos de la hipotesis del medio continuo [1], [2], [3] ¥ [4]; esta
hipétesis es fundamental en la dinamica de fluidos y para el estudio de los
mismos. Se definiran también las caracteristicas de los fluidos [1] y [2], las cuales
tendran un papel importante en nuestro estudio, caso de ello es la viscosidad, que
matematicamente representaremos con el nimero de Reynolds (1/Re), y que en
las gréficas de nuestros resultados veremos de manera clara como afecta el
comportamiento del fluido.

Un punto importante en nuestro estudio es la clasificacion de los distintos tipos
de fluidos [8], [9], [10] [11], [12] y [13] y las dos divisiones importantes de estos, los
fluidos Newtonianos y los fluidos no newtonianos, estos ultimos, al tener una
viscosidad variable, se reclasifican en diversos grupos. Para nuestro caso
particular de estudio nos enfocaremos en los fluidos viscosos, isotérmicos e
incompresibles. Posteriormente se formulan respectivamente las leyes de Euler y
Navier-Stokes, que son las utilizadas para dar solucidbn a nuestro problema
practico. Para formular estas leyes veremos sus bases establecidas en la ley de
conservacion de la masa, ley de conservacion de la cantidad de movimiento y la
ley de conservacion de la energia, [5], [15], [16] Y [16] estas leyes se explicaran
brevemente mas adelante.

Dos conceptos importantes que se definirdn, en esta seccion, son la vorticidad y
la velocidad, ambos seran de importancia en esta tesis, pues en estos conceptos
basaremos nuestra formulacion de las ecuaciones de Navier-Stokes [17], [18] y
[19].
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En el capitulo Ill, nos enfocaremos en las ecuaciones de Navier-Stokes, las
cuales, son un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales que
describen el movimiento de fluidos usuales, éstas se derivan de la ecuacion de
continuidad de la masa y del principio de conservacion de la cantidad de
movimiento. Veremos la formulacion en variables primitivas de estas ecuaciones
de las cuales al aplicar esquemas numéricos obtendremos nuestra formulacién
final (Formulacion velocidad-vorticidad), con la cual trataremos de dar solucion a
nuestros problemas prueba.

En estd seccion se describird a detalle el proceso para la obtencion de la
formulacion velocidad-vorticidad de las ecuaciones de Navier-Stokes, el uso de
esta formulacién, resulté conveniente para nuestro estudio ya que nos evita
manejar la variable presion. El trabajar con la presion haria que se complicara de
manera considerable la solucién de nuestro problema al incrementar el nimero de
ecuaciones. Después de aplicar una discretizacién de segundo orden a nuestras
ecuaciones, obtenemos un sistema que se resuelve al aplicar el método de
iteracion de punto fijo; esto se trabaja en una region bidimensional.

En el capitulo IV se explicara de forma mas completa los problemas que
deseamos resolver y la solucion de los mismos. Para el problema del vortice de
Taylor definiremos las condiciones de frontera con las que vamos a trabajar y
pondremos especial atencidon en la dependencia del tiempo sobre el fluido.
Daremos una solucién numérica y se cuenta con una solucion analitica de este
problema. En el problema de la cavidad cuadrada con tapa deslizable definiremos
la region en la cual trabajaremos con el fin de converger a un estado estacionario,
la solucion de este problema se representa por las graficas obtenidas, que se
mostraran mas adelante en esta seccion, de esta manera veremos los cambios al
variar el grueso de la malla. Ambos problemas se plantean en una region 2-D.
Ademas en las graficas de los resultados, observaremos como afecta el modificar
ciertos parametros como el nimero de Reynolds y la dependencia de la soluciéon
en el tiempo t. La solucion de estos problemas prueba, se obtendra por medio de
un programa graficando los resultados obtenidos, de tal manera que la solucion de
los problemas sea mas clara.

Finalmente en el capitulo V se presentaran las conclusiones, obteniendo los
resultados que se esperaban y dando una buena solucibn a nuestros dos
problemas pruebas, Para el problema de vortice de Taylor los resultados que se
obtuvieron, muestran el desempefio del fluido a lo largo del tiempo asi como
cambios importantes al modificar el numero de Reynolds. En el caso del problema
de la cavidad cuadrada con tapa deslizable las soluciones obtenidas fueron
buenas, llegando a un estado estacionario, cumpliendo con los resultados
esperados; para verificar la solucion correcta de estos problemas se compararon
con resultados presentados por otros autores [17] y [21].

La simulacion numérica de este tipo de problemas en [17], [18], [19], [22], [23],
[24], [25] y [26] es de gran importancia en la actualidad, pues esto representa
ciertas ventajas respecto a los ensayos experimentales. La simulacion numérica,
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ofrece una mayor flexibilidad en las variables que se desea medir asi como en los
cambios de la geometria que pueda presentar el problema, reduciendo la inversion
economica y obteniendo resultados en un plazo de tiempo corto. Sin embargo los
resultados obtenidos mediante la simulacion, se deben de interpretar de manera
cuidadosa puesto que su exactitud dependera en gran medida del modelo
matematico que esté representando al modelo fisico asi como de la técnica
numérica con la cual se resuelven las ecuaciones. Es conveniente que los
resultados obtenidos por medio de estas simulaciones numéricas puedan ser
comparados con los resultados obtenidos de ensayos experimentales y con otros
resultados que se consideren correctos.
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2. ANTECEDENTES TEORICOS

En este capitulo se dardn a conocer conceptos béasicos de la mecéanica de
fluidos, con el fin de facilitar la comprensién de los temas desarrollados en este
proyecto de tesis, asi mismo se describirdn estos conceptos de una forma sencilla,
y abordando las ideas principales de los mismos.

Primero que nada se dara una breve explicacion sobre el concepto de fluido,
plantearemos el concepto basico de la hipotesis sobre el medio continuo; ésta
hipétesis se vera a menudo en la teoria de la mecéanica de fluidos. Finalmente se
describiran las caracteristicas de los fluidos.

2.1 Concepto de Fluido:

Se define como aquella substancia que continuamente se esta deformando
debido la poca cohesion intermolecular que existe en ellos. Son fluidos los
liquidos, los gases, el plasma y en otro sentido plasticos y sélidos; aun con sus
grandes diferencias, entre estos estados. Su comportamiento como fluido se
describe con las mismas ecuaciones basicas. La diferencia entre uno u otro esta
en su compresibilidad. Un fluido:

e Cambia su forma segun el envase.
e Se deforma continuamente bajo fuerzas aplicadas.

Para cualquier sustancia el estado liquido existe a una temperatura mayor que
la del estado solido, tiene mayor agitacion térmica y las fuerzas moleculares no
son suficientes para mantener a las moléculas en posiciones fijas y se pueden
mover en el liquido. Lo comun que tiene con los solidos es que si actuan fuerzas
externas de compresion, surgen grandes fuerzas atdmicas que se resisten a la
compresion del liquido. En el estado gaseoso las moléculas tienen un continuo
movimiento al azar y ejercen fuerzas muy débiles unas con otras; las separaciones
promedios entre las moléculas de un gas son mucho mas grandes que las
dimensiones de las mismas. La diferencia entre sélidos y fluidos no es muy obvia,
pero se da al evaluar la viscosidad de la substancia con la que nos encontramos
trabajando.

Los plasticos son los que se comportan como fluidos o como sdélidos,
dependiendo de la tension tangencial de rozamiento que actie sobre ellos y que
fluyen Unicamente cuando alcanzan la denominada tensién critica de flujo. El
estudio de la dinamica de fluidos es similar al clasico de la dinAmica de solidos
usando las mismas ecuaciones desde hace 150 afios, en que se estudia el
movimiento bajo la accidén de fuerzas aplicadas, y es por esta razon que se aplican
los mismos principios:

e Conservacion de la masa
e Conservacion del momento
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e Conservacion de la energia termodinamica

Las ecuaciones de movimiento son usadas en la dinamica y las ecuaciones de
continuidad se usan en la cinematica. A continuacion describiremos brevemente la
dinamica y la cinematica.

Cinemética: Describe el movimiento de un cuerpo sin considerar las causas que
lo producen.

Dinamica: Estudia el movimiento teniendo en cuenta las causas que la
producen, y las causas son las fuerzas.

Las tres ecuaciones de conservacion son cinco ecuaciones diferenciales
parciales con seis incognitas. Para cerrar el sistema se agrega una sexta ecuacion
gue es la ecuacion de estado. A continuacidon se presentan conceptos mas
especificos sobre fluidos y gases, asi como algunas leyes que satisfacen a los
gases:

a) Fluido ideal

Se trata de un fluido imaginario que no ofrece resistencia al desplazamiento (no
ViSC0s0), es permanente, no-rotacional, incompresible y en general tridimensional.

b) Gas Ideal y Gas Real

Como ya se dijo los gases tienen ciertas caracteristicas que estan regidas por
leyes ahora definiremos estas leyes.

Los gases tienen la propiedad de llenar el espacio donde se almacenan y
ejercer una presion sobre las paredes de dicho contenedor. Una cierta cantidad de
gas, se caracteriza por las siguientes magnitudes fisicas: su masa m, el volumen
gue ocupa V, la presion a la que se encuentra p y su temperatura T.

c) Ley de Boyle

Establece que la presién de un gas en un recipiente cerrado es inversamente
proporcional al volumen del recipiente. Esto quiere decir que si el volumen del
contenedor aumenta, la presion en su interior disminuye y, viceversa, si el
volumen del contenedor disminuye, la presién en su interior aumenta. Esta ley
puede escribirse como:

pV = constante, T = Constante.

Esta ley cuenta con un rango limitado de validez: a temperaturas préximas a la
temperatura ambiente y a presiones no muy superiores a la atmosférica, la
mayoria de los gases satisfacen esta ley. Sin embargo, a grandes presiones, los
gases se comprimen menos de lo que se espera segun la ley.
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d) Ley de Charles

Esta ley establece, que, a volumen constante, la presion de una masa fija de un
gas dado varia de forma lineal con la temperatura:

p=po(1+pT), V = Constante,

en donde p, es la presién a la temperatura de cero grados centigrados, t = 0°C y
B es el coeficiente de dilatacion a volumen constante o coeficiente térmico de
presion.

e) Ley de Gay- Lussac

Establece que el volumen de un gas es directamente proporcional a su
temperatura absoluta, asumiendo que la presion se mantiene constante. Esto
quiere decir que en un recipiente flexible que se mantiene a presion constante, el
aumento de temperatura conlleva un aumento del volumen y se define como:

V=Vy(1+aT), p = Constante,

en donde p, es la presion a la temperatura de cero grados centigrados, T = 0°C y
a es el coeficiente de dilatacion a presion constante también llamado coeficiente
de dilatacion cubica.

Teniendo en cuenta todas estas leyes los gases reales son los que en
condiciones ordinarias de temperatura y presion se comportan como gases
ideales; pero si la temperatura es muy baja o la presion muy alta, las propiedades
de los gases reales se desvian en forma considerable de las de los gases ideales.

Se considera que un gas ideal presenta las siguientes caracteristicas: el
numero de moléculas es despreciable comparado con el volumen total de un gas;
no hay fuerza de atraccién entre las moléculas, las colisiones son perfectamente
elasticas y evitando las temperaturas extremadamente bajas y las presiones muy
elevadas, podemos considerar que los gases reales se comportan como gases
ideales.

2.2 Hipé6tesis del Medio Continuo

La teoria de la mecanica de los fluidos puede ser desarrollada desde dos
puntos de vista.

a) El microscépico: Aqui la estructura molecular del medio se tiene en cuenta
explicitamente. Ejemplos de esto son la teoria cinética de los gases y la mecanica
estadistica.
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b) El macroscopico: En este enfoque no se toma en cuenta explicitamente la
estructura molecular del medio, sélo se consideran las propiedades mas
sobresalientes de la materia. Las propiedades fisicas del medio se miden
directamente por los instrumentos.

Las moléculas de un gas (y aun de los liquidos) estdn separadas por inmensas
regiones vacias cuyas dimensiones lineales son mucho méas grandes que el
tamafo de las moléculas mismas. La masa del material estd concentrada en el
nacleo de los &tomos que componen la sustancia, y no estd uniformemente
expandida en el volumen ocupado por ésta. Una propiedad del fluido es que tiene
una distribucion no uniforme cuando se ve el fluido desde una pequefia escala a
nivel atbmico. Asi, la materia no es continda.

La mecéanica de fluidos normalmente esta relacionada con las propiedades mas
comunes del medio, sin embargo suponemos que el comportamiento
macroscopico de la atmosfera (vista como un fluido) se comporta de la misma
forma como si fuera una estructura perfectamente continua.

Las cantidades fisicas tales como masa, momento, temperatura, velocidad, etc.,
asociados con la materia en un pequefio volumen dado puede ser considerado
como si estuvieran uniformemente expandidas sobre ese volumen en vez de
concentrado en una fraccion del mismo. Esto se llama “Hipotesis del Continuo”.
Esta hipotesis significa que es posible asignar valores definidos de las
propiedades del fluido a un punto, y que los valores de esas propiedades son
funciones continuas de la posicion y del tiempo.

En otras palabras, es posible analizar sistemas extensos de materia, como si
ésta estuviera constituida por un todo continuo, sin espacios vacios. Se trata de
aproximar los sistemas extensos mediante la hipoétesis de que un sistema material
de muchas particulas puede ser considerado como continuo. Son situaciones en
las que el comportamiento macroscoépico del sistema material se explica sin tener
presente su estructura molecular.

A diferencia, de lo que se plantea con la teoria atdmica en [2], segun la cual
describe la “realidad” a nivel de atomos, es decir, los sistemas extensos de
materia, se describen a una escala inferior. Todas las propiedades del sistema
como densidad, presion, velocidades, aceleraciones, estado de tensiones, etc.,
seran funciones continuas en el espacio y en el tiempo. La ciencia encargada de
estudiar todo lo relacionado con el movimiento de fluidos y su medio que los rodea
es la Mecanica de fluidos, es precisamente de esta ciencia, de donde se desglosa
esta hipotesis del medio continuo y es de la Fisica que se desprende, la Fisica de
los medios continuos, y tiene como objetivo de estudio los sistemas materiales
cuya apariencia a escala microscoépica es la de un todo continuo. Desde el siglo
XIX la fisica ha estudiado y analizado la fisica de los medios continuos, haciendo
gue este estudio sea aplicado en otras areas como por ejemplo el
electromagnetismo, Termodinamica, etc.




Aspectos Fisicos y Numéricos Computacionales de las Ecuaciones de Navier-Stokes
en Variables Velocidad y Vorticidad

Un fluido es un medio continuo [8], es decir un agregado que se mueve
provocando que se deforme en forma continda en el tiempo t y crea un todo
continuo en el espacio. Se puede pensar en el medio como compuesto de
particulas puntuales. En esto no hay ninguna objecién matemética; en los ultimos
siglos las matematicas se han inclinado frecuentemente por la consideracion de
magnitudes continuas frente a las discretas, en esta hipotesis se basan la
geometria diferencial, las ecuaciones diferenciales, y una gran parte de los
procesos estocasticos, pero respecto al calculo numérico, este no ha tenido una
participacion importante en la hipotesis del medio continuo.

La mecéanica, como ciencia fisica, juega un papel importante pues pretende
describir el comportamiento de los cuerpos, en cualquiera de sus estados: liquido,
gaseoso, plasma o solido, y por tanto apoya su formulacion mateméatica en la
practica y la teoria. Con respecto al concepto fundamental del medio continuo se
considera una abstraccion que estd en contra de una teoria incontestable y
ampliamente verificada, la teoria atomica, que describe la realidad de niveles
inferiores a los nandémetros.

La aproximacion del medio continuo resulta ser tan efectiva que con frecuencia
olvidamos que se trata de un modelo, por lo que es conveniente tener en cuenta
las hipdtesis de partida. Asi, la consideracion del fluido como un medio continuo se
basa en que éste consiste en un agregado de particulas en movimiento caético y
gue la distancia caracteristica de este movimiento, llamado técnicamente
‘recorrido libre medio entre colisiones”, A es mucho menos que las longitudes
experimentales (>10~° cm.) de forma que solo percibimos un cierto promedio de
los procesos individuales entre particulas.

En el estudio de la Mecanica de Fluidos es conveniente suponer que los fluidos
estan continuamente distribuidos dentro de una region muy particular esto es, el
fluido se trata como un medio continuo. Los cuerpos difieren por lo general en su
masa y en su volumen. Estos dos atributos fisicos varian de un cuerpo a otro, de
modo que si consideramos cuerpos de la misma naturaleza, cuanto mayor es el
volumen, mayor es la masa del cuerpo considerado. No obstante, existe algo
caracteristico del tipo de materia que compone al cuerpo en cuestion y que explica
el porqué dos cuerpos de sustancias diferentes que ocupan el mismo volumen no
tienen la misma masa o viceversa. Aun cuando para cualquier sustancia la masa 'y
el volumen son directamente proporcionales, la relacion de proporcionalidad es
diferente para cada sustancia.

Una forma de comprobar si el modelo del medio continuo es aceptable en [35],
es la de comparar una longitud caracteristica [ del objeto de interés con la
trayectoria libre media 4, la distancia promedio que recorre una particula antes
de colisionar con otra; si [ » 1 el modelo del medio continuo es aceptable.

La trayectoria libre media se deriva de la teoria molecular. Asi,
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1=0225 —

= 0. e

donde m es la masa (kg) de una molécula, p es la densidad (kg/m3) y d es el
didmetro (m) de una molécula.

En base a esta suposicion del medio continuo, las propiedades de un fluido
pueden ser aplicadas uniformemente en todos los puntos de una regién dada en
cualquier instante en particular.

Como conclusion a este tema podemos decir, que en la hipétesis del medio
continuo, un fluido se considera como continuo a la largo del espacio que este
ocupa, por lo que su estructura molecular y discontinuidades asociadas a él no se
toman en cuenta. Con esta hip6tesis consideramos que las propiedades de los
fluidos (densidad, temperatura, etc.) son funciones continuas. Es por esto que
esta hipétesis es importante en la mecanica de fluidos, pues como ya se
menciono, la estructura molecular de nuestro fluido es ignorada.

2.3 Descripcion Euleriana 'y Langrangiana.

Ambas formulaciones, describen el movimiento de un fluido, la descripcion
Langrangiana sigue a cada particula fluida en su movimiento, de manera que
buscaremos unas funciones que nos den la posicidon, asi como las propiedades de
la particula fluida en cada instante, mientras que la descripcién Euleriana nos dice
gue se debe asignar a cada punto del espacio y en cada instante un valor para las
propiedades o magnitudes fluidas sin importar la particula fluida que en dicho
instante ocupa ese punto, que no esta ligada a las particulas fluidas sino a los
puntos del espacio ocupados por el fluido. En esta descripcion el valor de una
propiedad en un punto y en un instante determinado es el de la particula fluida que
ocupa dicho punto en ese instante.

La descripcion Euleriana es la usada para la obtencion de las ecuaciones
generales de la Mecanica de Fluidos y en la mayoria de casos y aplicaciones es
mas til. Sin embargo de un modo mas general podria decirse que ambas
descripciones son equivalentes.

2.4 Caracteristicas de los fluidos.

Una vez vistos los conceptos basicos sobre fluidos y la hipotesis del medio
continuo, es conveniente comentar las caracteristicas de los fluidos asi como los
distintos tipos de estos, ya que estas las caracteristicas nos ayudaran a tener una
mejor comprensién sobre los conceptos que se utilizaran mas adelante.

La materia puede existir en diversas formas de agregaciéon de las particulas
permitiendo asi distinguir los diferentes estados de la materia: Sdélido, Liquido,
Gaseoso y Plasma. Estos diferentes estados en [1] y [7] se pueden identificar por
algunas caracteristicas que se presentan a continuacion.
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2.4.1 Viscosidad.

La viscosidad es un parametro del fluido muy importante para el estudio de los
mismos. Estd ligada a la resistencia que opone un fluido a deformarse
continuamente cuando se le somete a un esfuerzo de corte. Esta propiedad es
utilizada para distinguir el comportamiento entre fluidos y sélidos. Un fluido podria
considerarse como viscoso si las fuerzas de roce internas que actdan sobre él son
apreciables; otra forma de decirlo es que disipa una cantidad apreciable de
energia asociada con el transporte de fluidos en ductos, canales y tuberias debido
al roce, esto se define por las ecuaciones de Navier-Stokes. Si la viscosidad del
fluido no juega un papel importante en su movimiento, se le llama no-viscoso o
ideal expresado por las ecuaciones de Euler. Dependiendo de su viscosidad fluyen
a mayor o menor velocidad. Mientras mas viscoso fluye con menor velocidad,
mientras menos viscoso fluye con mayor velocidad y tienden a comportarse como
aquellos fluidos que se pueden desplazar sin presentar resistencia alguna (fluido
ideal).

La viscosidad se debe a las fuerzas que aparecen entre dos partes del fluido
gue se desplazan una con respecto a la otra. Por lo tanto, la viscosidad es la
propiedad de los fluidos que provoca la aparicion de esfuerzos o tensiones
cortantes y a su vez es responsable de que se produzcan perdidas y, por lo tanto,
gue el flujo sea irreversible.

2.4.2 Compresibilidad.

En Mecanica de Fluidos se considera tipicamente que los fluidos se dividen en
dos categorias que en la mayoria de los casos requieren un tratamiento diferente:
los fluidos compresibles y los fluidos incompresibles. Que un tipo de fluido pueda
ser considerado compresible o incompresible no depende solo de su naturaleza o
estructura interna sino también de las condiciones mecanicas sobre el mismo. Asi,
a temperaturas y presiones ordinarias, los liquidos pueden ser considerados sin
problemas como fluidos incompresibles, aunque bajo condiciones extremas de
presidbn muestran una compresibilidad estrictamente diferente de cero. En cambio
los gases debido a su baja densidad aun a presiones moderadas pueden
comportarse como fluidos compresibles. Por estas razones, técnicamente, mas
gue hablar de fluidos compresibles e incompresibles se prefiere hablar de los
modelos de flujo adecuados para describir un fluido en unas determinadas
condiciones de trabajo y por eso mas propiamente se habla de flujo compresible e
incompresible.

La descripcion matematica de un fluido incompresible, es decir de densidad
constante, en las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes se hace mediante:
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o El campo de velocidades u(x, t) = (u;(x,t), u;(x, ), u3(x,t)) que nos da
la velocidad que tendria una particula en cada punto x = (x1,x2,x3) del
espacio y cada tiempo t.

e La presion p = p(x,t) del fluido.

Un fluido se considera compresible si la velocidad del fluido es comparable o
mayor que la velocidad del sonido en el fluido. Normalmente uno puede suponer
gue los fluidos son incompresibles, en otras palabras, su volumen permanece
constante frente a los cambios de presion que experimenta el fluido.

2.4.3 Presion y temperatura.

Tanto la presiébn como la temperatura son variables (dependientes de la
posicion x y el tiempo t) fisicas que pueden ser aplicadas con escalas diferentes
por ejemplo, existen escalas absolutas que miden estos parametros y también
escalas que miden estas cantidades con respecto a puntos de referencia.

En Mecéanica de Fluidos la presion es un término resultante de una fuerza de
compresion normal que actla sobre un area. La presion se define como:

i OB

P= %24
donde AF, es la fuerza de compresiéon normal que actia en el area A4A.Las
unidades métricas utilizadas para la presion son (N/m?) o Pascal (Pa).

2.4.4 Densidad.

La principal propiedad para determinar si un medio es continuo es la densidad
p que se define como:

_ Am
P= AV’

donde Am es la masa incremental contenida en el volumen incremental AV.

Cuando se aumenta la temperatura de un fluido, los atomos que lo componen
comienzan a vibrar y el fluido se expande, ocupando mas espacio y, por tanto,
aumenta su volumen. Segun la relacion anterior, al aumentar el volumen, la
densidad sera cada vez mas pequefa y el fluido sera cada vez mas "fluido" [35].

La densidad de una sustancia es una variable dependiente cuya masa
corresponde a un volumen de dicha sustancia. A diferencia de la masa o el
volumen, la densidad depende solamente del tipo de material de que esta
constituido y no de la forma ni del tamafio de aquél. Se dice por ello que la
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densidad es una propiedad o atributo caracteristico de cada sustancia. En los
sélidos la densidad es aproximadamente constante, pero en los liquidos, y
particularmente en los gases, varia con las condiciones de medida. Asi en el caso
de los liquidos se suele especificar la temperatura a la que se refiere el valor dado
para la densidad y en el caso de los gases se ha de indicar, junto con dicho valor,
la presion.

2.5 Tipos de Fluidos.

Generalmente los fluidos suelen dividirse en dos grupos muy importantes los
newtonianos y los no newtonianos [1] y [3], a continuacién daremos una breve
explicacioén de ellos.

2.5.1 Fluidos Newtonianos.

Un fluido newtoniano es aquel que cumple con la ley del rozamiento de Newton,
también llamada ley de Newton de la viscosidad.

"Para un determinado fluido, la tension tangencial de rozamiento aplicada
segun una direccion es directamente proporcional a la velocidad en la direccion
normal a la primera, siendo la constante de proporcionalidad correspondiente el
coeficiente de viscosidad". [9]

Este tipo de fluido presenta una relacion lineal entre el esfuerzo y la tasa de
deformacion que actuan sobre ellos.

2.5.2 Fluidos no Newtonianos.

Son aquellos cuya viscosidad varia con el gradiente de tension que se le aplica.
Como resultado, un fluido no Newtoniano no tiene un valor de viscosidad definido
y constante a diferencia de un fluido Newtoniano y se clasifican de la siguiente
manera:

a) Dilatantes

Los Dilatantes (arenas movedizas, lechadas) al aumentar el esfuerzo cortante la
viscosidad aumenta es decir ofrece mayor resistencia al movimiento.

b) Incompresibles

Incompresibles son aquellos en los que su densidad es constante en espacio y
tiempo.
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c) Plasticos

Plasticos son los que se comportan como fluidos o como sélidos, dependiendo
de la tensidon tangencial de rozamiento que actie sobre ellos y que fluyen
Gnicamente cuando alcanzan la denominada tension critica de flujo.

d) Plasticos ideales

Plastico ideal (o fluidos de Bingham) a diferencia de los fluidos Newtonianos
estos requieren un esfuerzo inicial 7; para comenzar a deformarse pero la
viscosidad es constante.

e) Pseudoplasticos

Los pseudoplasticos no requieren de esfuerzos iniciales para comenzar el
movimiento, pero la viscosidad es variable, a medida que aumenta el esfuerzo
cortante, la viscosidad disminuye, es decir ofrece menor resistencia al movimiento.

f) Viscoelasticos

Los Viscoelasticos son los que ademas de presentar las propiedades de los no
newtonianos, estan dotados de algunas propiedades que caracterizan a los
solidos, como la elasticidad.

g) Reopécticos

Los Reopécticos son viscoelasticos cuya viscosidad aparente aumenta cuando
lo hace el tiempo de aplicacion de la tension tangente de rozamiento y se llaman
tixotropicos cuando ésta disminuye.

2.6 Regimenes de flujo

Al movimiento de un fluido se le conoce como flujo [13], el movimiento de los
fluidos se puede clasificar de mdaltiples maneras, atendiendo a diversas
caracteristicas. A continuacion se mencionaran los diversos tipos de flujos en un
fluido.

2.6.1 Régimen Laminar y Turbulento.

Un flujo se considera laminar cuando las particulas de un fluido se mueven a lo
largo de trayectorias bastante regulares, de manera que el fluido se puede
considerar como un conjunto de capas paralelas entre si e independientes que se
deslizan una sobre la otra.

El régimen es turbulento, cuando en el seno del fluido se forman remolinos.
Esta turbulencia se puede formar de diferentes formas. El flujo turbulento consiste
en un conjunto de torbellinos de diferentes tamafos que coexisten en la corriente
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del fluido. Continuamente se forman torbellinos grandes que se rompen en otros
mas pequefios. El tiempo maximo del torbellino es del mismo orden que la
dimensién minima de la corriente turbulenta.

Un torbellino cualquiera posee una cantidad definida de energia mecanica como
si se tratase de un trompo. La energia de los torbellinos mayores procede de la
energia potencial del flujo global del fluido. Desde un punto de vista energético la
turbulencia es un proceso de transferencia, en el cual los torbellinos grandes,
formados a partir del flujo global, transportan la energia de rotacién a lo largo de
una serie continua de torbellinos méas pequefios.

2.6.2 Flujo estacionario y no estacionario.

Un flujo es estacionario o permanente cuando las propiedades y caracteristicas
del flujo, en cada punto del espacio, permanecen invariantes en el tiempo. Por
tanto, una caracteristica de los flujos estacionarios es que el campo de velocidad

es independiente del tiempo por lo tanto ‘;—:’ = 0. En caso que (‘;—: * 0) se dice que

el flujo es no estacionario 0 no permanente, al menos en un intervalo de tiempo
gue corresponda al estado transitorio.

2.6.3 Flujo rotacional y no-rotacional

Si alguna particula del flujo rota se dird que el flujo es rotacional. Si ninguna
particula lo hace se dira que el flujo es no-rotacional.

2.7 Leyes de Conservacion

La base de la mecanica de fluido se basa en 3 leyes que son primordiales para
el estudio de los fluidos [1], [5] [6] ¥ [7]. La primera de estas leyes es la Ley de la
conservacion de la masa, que todos conocemos, sin embargo para las dos
siguientes leyes, ley conservacion de la cantidad de movimiento y la ley de
conservacion de la energia, habra que introducir un nuevo concepto que es el
sistema: en este se define una cierta cantidad de materia en la cual se fijara
nuestra atencion. Cualquier cosa externa al sistema queda por fuera de los limites
de este, tales limites pueden ser reales o imaginarios y ademas pueden ser
también fijos o0 moviles.

2.7.1 Ley de conservaciéon de la masa

Establece que la materia es indestructible [7]. Comunmente dicho “la materia no
se crea ni se destruye”, entendamos por materia la sustancia de la cual esta
compuesta el fluido, lo que nos dice que es posible medir la cantidad de materia
de una cierta region del espacio en un momento dado y concluir que no varia con
el fluir.
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2.7.2 Ley de conservacion de la cantidad de movimiento

Esta ley establece que la cantidad de movimiento en un sistema dado
permanece constante si no hay fuerzas que actien sobre él. Esto se basa en el
principio de la segunda ley de Newton que dice “La suma de todas las fuerzas
externas que actan en un sistema es igual a la velocidad de cambio de su
cantidad de movimiento lineal”. [9]

Se puede decir que la segunda ley de Newton, tedricamente describe todos los
tipos y escalas de movimiento, sin embargo, en la practica aun no es posible
estudiar y analizar simultdneamente todos estos movimientos, por lo que
tradicionalmente se simplifica este sistema dependiendo de las escalas de
movimientos que se quieren estudiar; es decir, las dimensiones espaciales y
temporales del fenédmeno a estudiar.

2.7.3 Ley de conservacion de la energia

También conocida como la primera ley de la Termodinamica. Esta nos dice que
la energia total de un sistema aislado permanece constante. Si un sistema esta en
contacto con sus alrededores, su energia se incrementa soélo si la energia de sus
alrededores disminuye respectivamente.

En general para el estudio de fluidos incompresibles estas tres leyes suelen ser
mas que suficientes, esto es, en la mayoria de los casos aunque también ocurren
pequefios cambios en la presion densidad y temperatura, sin embargo para fluidos
compresibles, es necesario introducir otras relaciones de modo que los cambios
de densidad, temperatura y presion se tomen en cuenta apropiadamente.

En el presente estudio nos enfocaremos en los fluidos incompresibles asi que
estas tres leyes, mencionadas con anterioridad, seran la base para resolver
nuestro problema, puesto que de ellas se derivan las ecuaciones de Navier-Stokes
y de estas ecuaciones usaremos su formulacion Velocidad-Vorticidad.

2.8 Vorticidad y Velocidad

A continuacion definiremos estos dos conceptos los cuales son de suma
importancia para nuestro estudio puesto que la formulacion utilizada en esta tesis
se basa en estos conceptos.

2.8.1 Vorticidad

Matematicamente la vorticidad es definida como el rotor o rotacional de la
velocidad. En dindmica de fluidos, para el campo de velocidad, vorticidad: Es una
extension del concepto de velocidad angular de una parcela de fluido que rota en
torno a algun eje. Si, la expresidbn matematica de vorticidad es definida por el
vector g, la vorticidad es un campo vectorial y se pueden dibujar curvas que son
tangentes al vector q en cada punto.
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La ley de conservacion de la masa o ecuacion de continuidad, establece que el
cambio en el campo de velocidad de un fluido esta directamente relacionado con
el cambio en la densidad del mismo fluido; finalmente, el principio de conservacion
de momento angular establece que si el momento de las fuerzas exteriores es
cero, el momento angular total se conserva, es decir, permanece constante. Este
concepto es conocido como vorticidad y es la caracteristica de los fluidos que
expresa su tendencia a rotar [20].

El régimen turbulento se caracteriza por la aparicién de remolinos o torbellinos a
muy diversas escalas espaciales. La aparicion de estructuras “rotantes” en el seno
de un campo vectorial sugiere la introduccién de un operador vectorial clasico que
las caracteriza: el rotacional. En el contexto de la mecéanica de fluidos se define la
vorticidad como la circulacion por unidad de area en un punto del flujo y es un
vector que juega un papel crucial. La vorticidad se define como:

~ _ (Ous  Oup Ouy  Ouz du, Ouy
“’(x't)—vxu("’t)‘(axz 9xs dxs 0%, 0% axz)'

La vorticidad es un término usado en mecanica de fluidos que se puede
relacionar con la cantidad de circulacion o rotacion de un fluido. Para el caso de un
flujo laminar la vorticidad del fluido es nula. Cuando la vorticidad es cero se dice
gue el movimiento es irrotacional.

Se habla de vorticidad ciclénica y anticiclonica, para referirse a si la orientacion
del giro es en el sentido de la rotacion terrestre o contrario, respectivamente. El
movimiento de un fluido se puede denominar solenoidal si el fluido gira en circulo
0 en hélice, o de forma general si tiende a rotar en torno a un eje.

Un vortice es un flujo turbulento en rotacion espiral con trayectorias de corriente
cerradas. Como vortice puede considerarse cualquier tipo de flujo circular o
rotatorio que posee vorticidad

Se define linea de vdrtice a una curva tangente en cada punto al vector
vorticidad en ese punto. De particular interés es la tendencia de la parcela de
fluido geofisico a rotar en torno a la vertical local. Esta se representa por la
componente vertical de la vorticidad.

2.8.2 Velocidad

Es un campo vectorial. Si el punto X se encuentra actualmente en el x dado por
la trayectoria del mismo, dicho punto se mueve en el instante t con la velocidad
[16].

dx 0
V(X t)= d—:= a_j:(X’t)
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y se dice que esta funcién V (X,t) constituye una descripcion Lagrangiana del
campo de velocidad. La funcion

u(x,t) =V(g(x,t),t)

representa el campo de velocidad en la descripciébn Euleriana y se expresa en
términos de puntos del espacio x.

Supuesto conocido el campo de velocidad en la descripcion Euleriana, cada
punto se mueve con una velocidad tal que las lineas de corriente del sistema son
las curvas tridimensionales cuyas tangentes son precisamente los vectores
velocidad del medio:

dr = vdt,
o bien

dx B dy B dz
v (%,y,2,t)  vEyzt)  vxyzt)

cuya solucion general en cada instante t nos producira la descripcibn geométrica
de las lineas de corriente del sistema. Esta denominacion es genérica y es
independiente de que el sistema material sea o no un fluido.

En general se dice que la evolucion dinamica del sistema material es
estacionaria si las diferentes magnitudes fisicas del sistema no son funciones
explicitas del tiempo y por lo tanto las lineas de corriente del sistema son siempre
las mismas. En particular el campo de velocidad no es funcion de t y las
trayectorias son unas curvas fijas en el espacio. En este caso trayectorias, lineas
de corriente y de emision coinciden.

La velocidad de deformacion de un fluido estd directamente ligada a su
viscosidad. Con un esfuerzo dado, un fluido altamente viscoso se deforma mas
lentamente que un fluido menos viscoso. Supongamos la siguiente relacién u para
la viscosidad del fluido:

du
T:‘LIE,

donde 7 es el esfuerzo cortante de la ecuacion p = p,(1 + BT) y u es la velocidad
en la direccién x. Las unidades fisicas de T son (N/m?) y las de u estan dadas por
(N - s/m?).

La cantidad du/dy es un gradiente de velocidad, puede ser interpretado como
una velocidad de deformacién y es una medida de cambio de velocidad, conocida
también como rapidez de corte.
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a) Velocidad Angular

Es la velocidad promedio de dos segmentos de linea perpendiculares de una
particula de fluido y estad compuesta de tres componentes definidos por:

Para el eje x:
0 = 1 (aw av)
*7 2\dy 0z

Parael ejey
0 - 1 (au aw)
Yy 2\0z ox

Para el eje z
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3. ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Los fluidos aparecen constantemente en diversas situaciones fisicas y cuya
dindmica de estos fluidos depende de varios factores como por ejemplo la
presencia de un campo magnético, la viscosidad, la temperatura, la gravedad, etc.

Las ecuaciones, que rigen la mecanica de fluidos, son obtenidas al aplicar los
principios de la conservacion de la mecanica y la termodindmica a un volumen
dado de fluido. Una forma de generalizarlas, para tener ecuaciones de una forma
mas facil, es usando el teorema de transporte de Reynolds y el teorema de Gauss
(teorema de la divergencia).

Existen cuatro ecuaciones fundamentales para fluidos compresibles y viscosos,
estas ecuaciones son: la ecuacion de continuidad, la ecuacion de estado, la
ecuacion de cantidad de movimiento, y la ecuacion de conservacion de la energia,
dependiendo del problema que se desea resolver. Estas ecuaciones pueden
aparecer en forma integral o en forma derivada; estas ecuaciones en su forma de
ecuaciones en derivadas parciales también son llamadas ecuaciones de Navier-
Stokes enfocadas en fluidos viscosos, y para fluidos no viscosos son utilizadas las
ecuaciones de Euler.

De la teoria matematica de fluidos es que se derivan las ecuaciones de Navier-
Stokes, para fluidos incompresibles y compresibles, agregando una nueva
magnitud fisica, el coeficiente de viscosidad, que en muchos de los casos este
coeficiente puede considerarse constante, lo cual facilita el panorama
matematico.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales que describen el movimiento de fluidos usuales, como el
agua, el aceite o hasta el aire. Convirtiendo estas ecuaciones en un modelo basico
en distintas ciencias como la aeronautica, la meteorologia, etc. El estudio
matematico de las ecuaciones de Navier-Stokes es de gran dificultad, haciendo
gue hoy en dia sigan abiertos algunos problemas matematicos basicos.

Al aplicar los principios de conservaciéon de la mecanica y la termodinamica a un
volumen fluido, es que se obtienen las ecuaciones de Navier-Stokes en su
formulacion integral. Sin embargo esta formulacion resulta complicada de resolver,
por esta razén es que se busca llevar estas ecuaciones a una forma que nos
resulte mas facil de resolver, por lo que es conveniente llevar las ecuaciones a su
formulacion diferencial, esto se logra al aplicar diversos teoremas matematicos,
con lo que sera mas facil resolver los problemas planteados por la mecanica de
fluidos.

Estas ecuaciones, como se menciond arriba, son: un conjunto de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales, y es por su complejidad que no hay una solucién
gue sea general, tomando en cuenta esto, son estudiadas y analizadas cada una
de las ecuaciones para dar solucion a problemas especificos de la mecéanica de
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fluidos, el objetivo es simplificar estas ecuaciones para obtener un resultado de
forma sencilla. Ya que no es posible alcanzar una solucién analitica que sea
satisfactoria, se busca obtener una solucion numérica que sea lo mas aceptable al
resultado que se espera.

Ecuacion de Continuidad de la Masa.

La masa de un medio continuo viene descrita por el conocimiento del campo
densidad p. Si la densidad es p,(X,0) en el instante inicial y ocupa un volumen V,
y al cabo del tiempo t tiene una densidad p(X, t) y ocupa un volumen V, resulta:

m= [ py(X,0)av, = f p(X, D)dV. 3.1)
Vo v

Aceptamos que la masa de un medio continuo se conserva en el tiempo. Se
debe quitar la derivada material de (2.1).

d e d
Efvp(x,t)dV=jv<$+ Vp(x,t)-v> dV+JVp(x,t)%(dV)

= f <M+Vp(x,t)-v+p(x,t)V-v>dV =0.
v ot

Esto debe ser valido para todo el sistema y para cualquier parte del mismo. Si
consideramos un volumen dV, arbitrario e infinitesimal, obtenemos:

0
+Vp(x,t)-v+p(x,t)V-v=a—'[;+V-(pv) = 0.

op(x,t)
ot

Visto de otra forma, por el teorema de la divergencia, quedaria asi:

dp
E+V~(pv) =0

El sistema evolucionado se dice que es incompresible si cada particula material
(cada elemento infinitesimal) de volumen no cambia su densidad, esto es si,
dp/dt = 0 haciendo que la ecuacién de continuidad de masa, en este sistema
incompresible, quede asi: pV-v = 0 la densidad, aunque sea funcion de punto, es
en general definida positiva resultando en V- v = 0, el campo de velocidad, se dice
gue es solenoidal y es necesariamente de divergencia nula. Las lineas del campo
de velocidad, que deben cerrarse sobre su origen o sobre ellas misma, tienen
lugar sobre la superficie del contorno del medio continuo. Si la evolucion de este
sistema resultard en estacionaria, p no es funcidén explicita de t y la ecuacion de
continuidad se escribe como:

V- (pv) =0,
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en la que la evolucion no es necesariamente solenoidal, y esto es, porque
generalmente la densidad no tiene que ser independiente del punto, por ejemplo
en un gas. Esto ultimo porque el volumen de integracion V,, V, c Q, es arbitrario.

La ecuacion de continuidad, expresa una ley de conservacion en forma
matematica y es una herramienta muy Gtil para el analisis de fluidos que se
transportan a través de tubos o ductos con didmetro variable. En estos casos, la
velocidad del flujo cambia debido a que el area transversal varia de una seccion
del ducto a otra.

d

—fpvdﬂ+f pvv'nd69=f T'ndaﬂ+jpfd!2 (3.2)

dt Jg ana 20 Q
a(pVHV-(pW) =pf+V-T

Ecuacion de cantidad de movimiento, en forma integral y diferencial.

La suma de las cantidades de movimiento de un sistema aislado de dos
cuerpos que ejercen fuerzas entre si, se considera constante, independientemente
de la forma en que se sumen las fuerzas. A esto se le llama el principio de la
conservacion de la cantidad de movimiento.

La ley de conservacion de la energia constituye el primer principio de la
termodinamica y afirma que la cantidad total de energia en cualquier sistema
aislado (sin interaccion con ningan otro sistema) permanece invariable con el
tiempo, aunque dicha energia puede transformarse en otra forma de energia. En
resumen, la ley de la conservacion de la energia afirma que “La energia no se
crea ni se destruye soélo se transforma”.

df (+12>d(2+f (+12> doQ
dtﬂpe >V (mpe AR
=f n-r-vd69+fpf-vdﬂ—fq-ndOQ,
a0 Q 20
(3.3)

D 1 .
pm(e+§v2>=—v-(pv)+v-(r -v) + pf-v+ V- (kVT).

Ecuacion de la energia, forma integral y diferencial.

Sin embargo, a pesar de la contar con estas ecuaciones, en forma Integral y
diferencial, no es posible obtener una solucion analitica general, s6lo en casos
muy especificos o con algun tipo particular de fluido; es entonces que el recurrir al
analisis numérico nos ayuda a discernir una solucion.
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3.1 Ecuaciones de Navier-Stokes en variables primitivas

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen el movimiento de un fluido
newtoniano, y son un sistema que se deduce, a partir de la aplicacién de la
segunda ley de Newton, de igualar la aceleracién de las particulas a la suma de
fuerzas que actian sobre ellas: las variaciones espaciales (gradiente) de la
presion, las fuerzas de rozamiento (viscosidad) y las posibles fuerzas externas
como la gravitatoria. A estas ecuaciones hay que afadir la ley de conservacion de
la masa que implica que el campo de velocidades ha de ser de divergencia nula
[2]. Desde la perspectiva de la computacion, la solucibn de un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales acopladas no-lineales, resulta muy dificil, por lo
gue calcular las soluciones de estas ecuaciones requiere de especial interés
puesto que son muchas las aplicaciones técnicas.

Existen diversos tipos de fluidos con propiedades diferentes que pueden ser
estudiados desde la perspectiva de las matematicas y el estudio de éstos, podria
ser similar, pues de alguna manera todos son fluidos, sin embargo son estas
caracteristicas las que hacen que el estudio del sistema se complique; una
propiedad importante de los fluidos es la viscosidad y un fluido con viscosidad
pequefia tiene una gran cantidad de pequefios remolinos o vortices en su
comportamiento. Este tipo de comportamiento se vuelve caédtico si el fluido
presenta demasiados remolinos o vértices provocando que su estudio se vuelva
increiblemente complicado. Como ejemplos de fluidos, con este comportamiento,
tenemos la atmosfera y el océano, no obstante cabe sefalar que este Ultimo no se
considera tan caotico como el primero, esto se debe a que el océano suele
considerarse como fluido incompresible y esto reduce en gran medida las
ecuaciones de estudio.

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen el movimiento de los fluidos
newtonianos ademas de gobernar los fluidos incompresibles, cuya forma explicita
de la ecuacion, en formulacion de variables primitivas en 2-D, es:

aul auZ

W + W =0, (34)
Jduy Jduy Jduy dp 1

ot + Uuq ax + U ay = —a + (E) Au1 , (35)

6u2+ 6u2+ Ju, 6p+(1>A 36
ar "M ox “Zay_ dy \Re Uz, (36)

donde u, y u, son las velocidades a lo largo de los ejes x y y respectivamente, t es
. 1 . . .

el tiempo, Re es el numero de Reynolds, = €s la viscosidad del fluido y p es la

presién que actua sobre el fluido [18] y [22].
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Estas ecuaciones son incompresibles, no estacionarias en 2-D, en esta
formulacion se contiene al término de la presién (3.6) y la condicion de
incompresibilidad en (3.4). Esto ocasiona que, con frecuencia, la solucion sea
dificil de calcular.

Para satisfacer la condicion de incompresibilidad, 1o conveniente es evitar y no
utilizar la variable presion, una forma de lograr esto es hacer uso de una
formulacion alternativa de las ecuaciones de Navier-Stokes como podria ser la
Funciéon Velocidad-Vorticidad.

Obsérvese que en este nuevo sistema de ecuaciones, la ecuacion de
continuidad en (3.1) ha sido sustituida en (3.4) por la condicién de
incompresibilidad, ahora con la densidad p constante en espacio y tiempo.

En este sistema de fluidos bidimensional, incompresible y estacionario, la
velocidad solo consta de dos componentes u,(x,y) y u,(x,y), esto debido a la
simetria del problema, quedando finalmente la ecuacion (3.4).

..y, . . ad a . .y, .
La condicién de divergencia nula %+aiy2= 0 se obtiene de la hipétesis de

incompresibilidad del fluido. Fisicamente expresa que las deformaciones que
puedan presentar distintas regiones del fluido, nunca pierden ni ganan volumen,
s6lo modifican su forma.

. aul auz . .-, .
Las expresiones vl e corresponden con la variacion a lo largo del tiempo de

cualquier region del fluido. Es decir, dependiendo del movimiento del fluido con el
gue se trabaje, una region variaria su forma, las expresiones nos darian
informacion de cdmo esto va sucediendo.

El término (é) representa la viscosidad del fluido. Cuanto mayor sea esta

cantidad, mas viscoso sera nuestro fluido, y por tanto, presentara mayor
resistencia a fluir.

El gradiente de presidon representa otro tipo de fuerzas que intervienen en los
fluidos, el fluido busca un estado de reposo, en regiones donde la presién sea mas
baja, esto es posible por la intervencion de estas fuerzas.

La variable presion, en las ecuaciones complicaria el célculo de las mismas y
resultaria dificil satisfacer la condicién de incompresibilidad, es por eso, que en
este proyecto de tesis, se utilizardn las ecuaciones de Navier-Stokes en su
formulacion  velocidad-vorticidad las cuales dardn solucion en el caso no
estacionario de un fluido viscoso (se toma la viscosidad como constante),
incompresible e isotérmico con geometria bidimensional). Para determinar la
solucion numérica se considera el método de diferencias finitas para discretizar y
solucionar las ecuaciones diferenciales parciales acopladas al sistema.
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3.2 Formulacién Velocidad-Vorticidad

Ahora describiremos brevemente la deduccion de las ecuaciones para la
formulacion Velocidad-Vorticidad.

Sea Qc RN (N =23) laregion de un flujo inestable de un fluido viscoso e
incompresible y I su frontera (con ' =T, UT,,,[; nT,, = @). Este tipo de fluidos
dependientes del tiempo son gobernados por las ecuaciones no dimensionales en
QO x(0,T), T >0 y estan definidas por:

1
u, — R—eVZu +Vp+ wVu=f (3.7a)

Vu=0 (3.7b)

Estas son las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma de variables primitivas.
Al igual que las ecuaciones anteriores (3.4), (3.5) y (3.6), aparecen los mismos
elementos, escritos en una forma mas compacta, aparece el vector u que es la
velocidad, p para la presion, el parametro Re que es el nimero de Reynolds y f
gue se considera como la concentracion de fuerzas externas.

Para obtener un solucién uUnica en una region delimitada por Q deben
proporcionarse condiciones iniciales y de frontera, es decir u(x,0) = uy(x) en Q vy
para las instancias u = g enT, respectivamente. Como es bien sabido, al contrario
de un espacio en 3D, existe una solucion unica en 2D, para el problema (3.7a —
3.7b), con condiciones iniciales y de frontera, para todos los tiempos t = 0 sin
importar el valor del numero de Reynolds.

Ahora bien, si tomamos de (3.7a) el rotacional de ambos lados de la ecuacion

obtenemos la forma no dimensional de la vorticidad w de la ecuacion de
transporte en Q x (0,T) quedando la ecuacion de la siguiente forma:

1
wt—ﬁvzw+u.Vw= w.Vu+f, (3.8)

donde el vector vorticidad queda definido de la siguiente manera:
w=VXu (3.9
y la nueva f es la rotacional de la anterior.
Si tomamos la rotacional de la ecuacion (3.9) y usamos la condicion de
incompresibilidad en (3.7b), por la identidad VxVxa= —V?a+V(V.a),

aplicando Poisson obtenemos la ecuacion de la velocidad como:

Viu=-VX w, (3.10)
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Las ecuaciones de Navier—Stokes en su formulacién Velocidad-Vorticidad se
definen por las ecuaciones (3.8) y (3.10), obteniendo tres ecuaciones para el
vector velocidad u = (uq,u,,u3) y tres ecuaciones para el vector vorticidad
w = (wy, w2, w3) en coordenadas Cartesianas. En general estas ecuaciones
podrian manejarse para flujos en 3D, no obstante en este proyecto de tesis,
Unicamente se trabajo con flujos en 2D.

Lo anterior puede ser facilmente comprobado, para la vorticidad w, con la
ecuacion de transporte en Q x (0,T),Q < R? y esta dada por:

1
wt—R—eV2w+u.Vu)=f, (3.11)

donde, al restringir (3.9) a 2D, obtenemos la siguiente ecuacion.

_ auZ 6u1 312
Y= Tox ay ’ (3.12)

y a partir de (3.10), con Poisson, obtenemos dos ecuaciones para los
componentes de la velocidad y quedan expresadas de la siguiente forma:

ay ’ )
ax ’ '

Es asi como las ecuaciones (3.8) y (3.10) se reducen a un sistema escalar de
tres ecuaciones en 2D: una de la forma (3.8) para w dada por (3.11) y dos de la
forma (3.10) para u; y u, definidas por (3.13a) y (3.13b) respectivamente,
relacionando una con otra por medio de la ecuacion (3.12) y las condiciones de
frontera para w en (3.11) también deben obtenerse para cada uno de los
elementos del vector u = (uq,uy).

Esto se puede ver en el sistema escalar en 2D (ecuaciones (3.11) - (3.13)),
teniendo la ventaja de la llamada formulacion funcion corriente-vorticidad, ya que
la velocidad u es calculada explicitamente. En la actualidad, la funcién corriente y
es trivial su solucién al calcular la ecuacién de Possion con w calculada en (3.11)
como el lado derecho de la ecuacion, esto es:

VY = —a, (3.14)

obtenido de la definicion de w dada por (3.12) y la definicion de w en términos de
uy Y u, y nos dan como resultado las siguientes ecuaciones:
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_ 0y _
oy’ 2T Tox’

U (3.15)

el cual sigue de (3.7b): la ecuacién debe ser complementada por la condicion de
frontera w implicada en cualquier u. Las ecuaciones (3.15) y (3.11) dan la llamada
formulacion funcién corriente — vorticidad de las ecuaciones de Navier - Stokes en
2D.

Otra aproximacion para la solucion de (3.13a) y (3.13b) es también incluirlas
dentro de un problema dependiente del tiempo, en Q x (0,T).

duy T2y = dw 316
ou, Viu, = 0w 3.16b
ot 2= 75 (3.16b)

y observamos el estado estable del fluido, para cualquier, t aproximandose a mas
infinito, para la practica es utilizada t muy grande. A pesar de la continuidad, es
decir, la condicion de incompresibilidad (3.13b), suponemos que se cumple para
obtener la ecuacion (3.10) y, por ende, las ecuaciones (3.13a) y (3.13b), no hay
garantia de que deba mantenerse la diferencia de las ecuaciones.

Definimos

_6u1+6u2_0 3.17
~ox 9y (3:17)

Para diferenciar las ecuaciones que aparecen en (3.13a) y (3.13b) con respecto
a X y y respectivamente, y sumando las ecuaciones resultantes, tenemos lo
siguiente:

V2D =0. (3.18)

Entonces, por el principio del maximo, si |[D| = 0 en la frontera sigue esa
continuidad, D = 0, se mantiene en el dominio entero del fluido. Como puede verse
en seguida, los experimentos numéricos son dados para el llamado problema de la
cavidad; en el que se satisface la continuidad.

Para este proyecto de tesis, el problema de vértice de Taylor es definido en la
region 0 < x,y < 2 donde las condiciones iniciales se definen por:

uy (x,y,0) = —Cos(x) - Sen(y) y u, (x,y,0) = Sen(x) - Cos(y),

posteriormente son calculadas las condiciones de frontera para esté problema,
mas adelante se definira de manera formal este problema asi como las
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condiciones que se deberan cumplir. Para el problema de la cavidad cuadrada,
donde las ecuaciones (3.7a) y (3.7b) son el conjunto en el dominio Q = (0,1) X
(0,1) y la condicion de frontera, en términos de u es definida por u = (1, 0) al
moverse la frontera y u = (0, 0) en el resto. Asi, los componentes de esta relacion
estan dados por las condiciones de frontera para las ecuaciones (3.13a) y (3.13b).
Para obtener u; y u; consideramos las condiciones de frontera w para resolver la

vorticidad en la ecuacién (3.11) para continuar con (3.12) y éstas son dadas por:

(1) = 0,1, = 0,0 = 22 T
U =4V%Uu =U,w = ax ) enly—o
auZ
u1=0,u2=0,w=a , enly_q
4 ouy (3.19)
u1=0,u2=0,w=—ﬁ, enFy:()
aul
Lul = 1,u2 = 0,(1) = W , en Fy=1

inicial.

Cabe mencionar que en esta formulacion, velocidad — vorticidad, las ecuaciones
resultantes no dependen de la presibn p. Sin embargo se debe sefalar un
dominio 6 regidn validos puesto que los modelos de las ecuaciones matematicas
se deben de estudiar en regiones del espacio dado, para nuestro caso en un
plano, ya que se trata de un modelo bidimensional, ademas se requieren conocer
las condiciones de frontera, para entender como se comporta el fluido estudiado
en la frontera del dominio, para poder asi resolver completamente nuestro modelo.
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4. METODO NUMERICO Y RESULTADOS NUEMERICOS

A continuacion vamos a resolver un problema no estacionario, entonces, para la
discretizacion temporal se utiliza un esquema de aproximacion de segundo orden:

3fn+1 _ 4fn + fn—l
2At ’

fe(x, (n+ 1AY) = (4.1)

donde xeQ, n =2 1 y At denota el paso de tiempo y w" = w(x,rAt) para una
funcién suficientemente suave [17].

Al aplicar (3.11) y (3.13) en forma implicita se obtiene el sistema semi-discreto
en tiempo implicito, en Q.

+1
|(V2uil+1 — _awn
| i
awn+1
2, n+1 _
kawn+1 — V2t tl + uttl gt = fw ,
n_,n—1
donde azz%t , fo = 4‘”2—:; y 1/Re ha sido remplazado por la viscosidad
cinematica v.

Entonces a cada paso de tiempo se obtiene un sistema de ecuaciones eliptico
no lineal que debe resolverse en Q

(Vzulz —a—w,
dy
) _aw
) Vuz—a, (4.3)
u= u,, enTl
aw —vViw +u.Vo = f
\w = Wy , enl

donde u,. y w,. denotan las condiciones de frontera para u y w respectivamente,
tomadas de (3.19). Para obtener ui, uly o' en (4.2), se aplica una aproximacion
de Euler de primer orden para la derivada de tiempo por medio de una
subsucesion con pequefios paso de tiempo para mantener una exactitud de
segundo orden. Un sistema de la forma (4.3) se obtiene también si las ecuaciones
(3.16a) y (3.16b) se resolvieran en lugar de las ecuaciones (3.13a) y (3.13b)
después de una aproximacién de la derivada de tiempo aplicando la aproximacion
con término adicional du; y du, respectivamente, en (4.1), un sistema como (4.3)
también se habria obtenido.
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Tomando en cuenta el sistema eliptico (4.3), ademas de ser no lineal es de tipo

no potencial (o de transporte), es solucionado con un proceso iterativo de punto
fijo.

Denotando:
R(w) = aw —vVw+uVo =f, enQ, (4.4)

entonces, el sistema (4.3) es equivalente, en Q, a:

dw
rvzul = T 3.
dy
1 V2u, = 0w (4.5)
Uy = Ox ) .
u= u , enTl
\R(w) =0,w = wy, , enT

Ademas, (4.5) es solucionado, en el nivel de tiempo (n+l1) por el proceso
iterativo de punto fijo.

Con o’ = w" dado, hasta que se resuelva la convergencia en w.

fvzuT+1 = _awm )]
dy
oo™
[ Viugtl = ——, (4.6)
u™tlt = u,,. enT
w™t = ™ — p(al — vV?)"1R(0™),
\w™ ! = w), enl; p>0;

entonces tomamos (u}*!, udtl, w™*1) = WPt Ut m .

Finalmente el sistema (4.6) es equivalente, en Q, a:

( dw™
VZ m+l _ _ ,
uf oy
dw™
) V2utl = ox (4.7)
untl =y, enT
(al —vV?»)w™ ! = (al —vV?)w™ — pR(w™),
L™ = W, enl .

Entonces en cada una de las iteraciones se tienen que resolver tres problemas
elipticos desacoplados asociados con operadores lineales V? y al — vV? debe
notarse que la parte no simétrica para w se ha pasado al lado derecho, como dato
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conocido, gracias al proceso iterativo. Por consiguiente, la solucién del sistema
original, en cada iteracion de cada nivel de tiempo, nos lleva a la solucion estandar
de problemas elipticos lineales simétricos.

Cabe mencionar, que existen programas hechos para dar una solucion eficiente
a este tipo de problemas, ejemplo de ello es el programa Fishpack [5] el cual
resuelve los sistemas lineales elipticos por medio de un método iterativo de
reduccidn ciclica, dicho programa fue el utilizado en este proyecto de tesis.

4.1 Dos Problemas Prueba

En este proyecto de tesis se trabajaron con dos problemas prueba, esto con el
fin de comparar los resultados numéricos que se obtuvieron, el primero es el
problema de vortice de Taylor y el segundo el problema de la cavidad cuadrada
con tapa deslizable, a continuacién se explicaran detalladamente estos problemas
prueba.

4.1.1 Primer problema prueba: El Vortice de Taylor

Recientemente, la simulacion numérica de un flujo complejo en estructuras
multi-escaladas juega un papel muy importante en el disefio de problemas. La
turbulencia es un ejemplo comun. El flujo viscoso en el espacio anular entre dos
cilindros en una rotacién circular concéntrica resulta muy interesante al cortar el
flujo sin un gradiente de presion en la direccion media del flujo. Existen algunos
casos en los que el interior del cilindro rota principalmente, mientras que el exterior
se mantiene en reposo. En estos flujos, existe un flujo laminar asimétrico basico
mejor conocido como flujo de Couette. El flujo de Couette se vuelve inestable,
cuando la velocidad de rotacion del interior del cilindro es aumentada, mas alla de
un cierto valor critico. La inestabilidad conduce a la transicion de un vortice en un
flujo laminar, conocido como vértice de Taylor.

El flujo viscoso anular entre dos cilindros concéntricos con el interior en
rotaciéon, no sélo es de gran importancia para la mecanica y la ingenieria quimica,
sino también para la fisica de fluidos, por que el flujo puede ofrecer la llave a la
comprensioén del problema de la transicion de la turbulencia.

Basicamente, este problema va a describir la solucibn numérica de las
ecuaciones de Navier-Stokes en dos dimensiones para el caso de un fluido no
estacionario, incompresible e isotérmico, en donde el tiempo t aparece de forma
explicita.

Para determinar una solucion a la discretizacion de las ecuaciones
diferenciales, se hara uso de una técnica de diferencias finitas. El problema de
vortice de Taylor lo trabajaremos como un fluido delimitado por su frontera. En
[22], [25] y [26] se da la solucién explicita del problema. Para nuestro caso
particular se considera un fluido no-estacionario, viscoso incompresible e
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isotérmico, esto con el fin de solucionar las ecuaciones de Navier-Stokes en su
formulacién velocidad-vorticidad.

Para comenzar, debemos considerar el problema del vértice de Taylor [19]
definido por las ecuaciones de Navier-Stokes en variables primitivas y dadas para
la regibn 0<x,y <2m. Las siguientes son las condiciones iniciales en la
formulacion de variables primitivas.

uy (x,y,0) = — Cos(x) - Sen(y)
(4.8)
u, (x,v,0) = Sen(x) - Cos(y)

Para este problema contamos con la soluciébn exacta para las siguientes

ecuaciones:
-2t
uy (x,y,t) = —Cos(x) - Sen(y) - e Re
(4.9)
—2t
uy (x,y,t) = Sen(x) - Cos(y) - eRe

En la formulacion funcién velocidad - vorticidad es necesario obtener las
condiciones iniciales para el problema del vértice de Taylor, por lo que resulta
conveniente tomar estas condiciones de (4.8) y a partir de ellas derivar
considerando las ecuaciones (3.12), (3.15) de la forma siguiente:

oY oY
uy(x,y,0) = @ = @(x, y,0) = Cos(x) - Cos(y) + C;

(4.10)
) oY

U(x,y,0)=— =

9% a(x, y,0) = Cos(y) - Cos(x) + C,

donde C;y C, son constantes que pueden ser tomadas como cero.

( ou ou
w = 2 1

0x dy

{ Sk = —cos(x) - cos(y), 52 = cos(x) - cos(y) (411)

wo(x,y,0) = —2 - cos(x) - cos(y)
\

Es necesario calcular las condiciones de frontera para el Vortice de Taylor en
funcién Velocidad-Vorticidad esto se logra a partir de las condiciones de frontera
en la formulacion en variables primitivas que dando de la siguiente forma:
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-2t -2t
[ u,(0,y,t) = —Sen(y) - e , u;(2m,y,t) = —Sen(y) - ere
< Vvt > 0, Periddica en x.
u,(0,y,t) =0, u,(2m,y,t) =0

u (x,0,t) =0, u(x2mt)=0
b, vt > 0, Periodica en y.

—2t —2t
u,(x,0,t) = Sen(x) - ere , u,(x,2m,t) = Sen(x) - ere

~

Para la Formulacion funcion velocidad-vorticidad se dan las condiciones de

frontera para este problema, las cuales nos ayudaran a dar solucion a nuestro

. . P
problema, en estas ecuaciones las velocidades u, y u, estan representadas por —

ay
d . . . . .
y —% respectivamente, asi mismo las condiciones que se presentan ya fueron

evaludas con anterioridad por lo que estas condiciones quedan definidas por:

dy W
P oY
< a(ol)/lt)_o = W(O,y,t)—cl

P oY
@(Zmy,t)—o = W(Zn,y,t)—Cz

\

donde C; y C, son constantes y si C; = C,, = Z—f(o, y, t) = ‘;—f (2m,y,t). vVt =2 0.

iy

T
0 -2t d -2t

——lp(x, 0,t) = —Sen(x)-eRe = ——l/)(x, 0,t) = —fSen(x)erx + C(t)
dx 0x
d -2t

< —%(x, 0,t) = Cos(x)eRe + Cy(t)

d -2t d -2t

—%(x, 2m,t) = —Sen(x) -eRe = —%(x,er, t) =— f Sen(x)eRe dx + C,(t)

\ —Z—f(x, 2m,t) = Cos(x)e%zet + G2 (1)
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donde C;(t) y C,(t) son constantes y ademas se tiene que si se cumple la

siguiente igualdad C;(t) = C,(t), = —Z—f (x,0,t) = —a—w(x,Zn, t). u es periddica

ox
enxyy,Vvt=>0.

Las condiciones de Frontera de la funcion Vorticidad se obtienen de (3.12),
(3.13a) y (3.13b) y estan dadas por:

—2t

w(0,y,t) =2-Cos(y) - eRe

—2t
(*)(27'[;)7; t) = 2 * COS(y) . ew

| (4.12)
w(x,0,t) =2 Cos(x) e;?_zet

2t
\w(x, 2m,t) = 2+ Cos(x) - eRe

4.1.2 Tablas De Resultados Y Graficas De La Solucion Del Vortice De Taylor

Aqui se muestran las tablas de resultados y las graficas que se obtuvieron de la
solucion de este problema, cabe mencionar que tanto las tablas como las gréficas
presentan variaciones importantes como el nimero de Reynolds Re Yy el tiempo t,
donde se evaluaron distintos valores para Re en diferentes intervalos de tiempo.
Estas tablas de resultados y las graficas nos muestran la solucion analitica y la
solucidon numérica, asi como una tabla extra que nos muestra el porcentaje de
error.

Tablas de Resultados:

Funcién Corriente

Reynolds | Tiempo Min. Max.
100 10 -0.818730753055888 0.818730753077982
100 1000 -2.061153622382938E-009 2.061153622438558E-009
3200 10 -0.993769490596578 0.993769490623395
3200 1000 -0.535261428504546 0.535261428518990
7500 10 -0.997336885703588 0.997336885730501
7500 1000 -0.765928338343980 0.765928338364649

Tabla 1: Solucién exacta valores minimos y maximos del Vértice de Taylor
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Funcién Corriente

Reynolds Tiempo Min. Max.
100 10 -0.8187307530 0.818730760
100 1000 -2.061153623072801E-009 2.061153640977130E-009
3200 10 -0.993769491 0.993769499
3200 1000 -0.535261428510145 0.535261433159724
7500 10 -0.997336885 0.997336894
7500 1000 -0.765928338347398 0.765928345000678

Tabla 2: Solucién Numérica valores minimos y maximos del Vértice de Taylor

Reynolds Tiempo Error Relativo
100 10 3.207252399142954e-008
100 1000 3.192999914807766e-008
3200 10 3.190903024944430e-008
3200 1000 3.167780632146758e-008
7500 10 3.166967169761883e-008
7500 1000 3.167314295814883e-008

Tabla 3: Porcentaje de error

Como podemos observar en la ultima tabla, se presentan la viscosidad,
representada por el nimero de Reynolds, la cual se evalla en distintos intervalos
de tiempo, el error que ofrece esta solucion es menor al 1 % con respecto al

presentado por otros autores [17], [19], [22], [23] y [38], 0 que se considera una

buena solucion.

A continuacidn se muestran las graficas de los resultados obtenidos. Estas

graficas se presentan en 2-D asi como en 3-D, esto con el fin de notar que la
diferencia entre ellas no se hace notoria al graficar los contornos y como ya se
menciono antes se compara la solucidon analitica y la solucion numérica
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Gréaficas de la Solucién Analitica.
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Figura 4.1. Solucion analitica. Lineas de Corriente para Re =100,t=10y h = 1/128
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Figura 4.2. Solucion analitica. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re =100,t=10y h =
1/128




Aspectos Fisicos y Numéricos Computacionales de las Ecuaciones de Navier-Stokes
en Variables Velocidad y Vorticidad

Gréficas de la Solucién Numérica.
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Figura 4.3. Solucion numérica. Lineas de Corriente para Re =100, t=10y h = 1/128

o

BN RS
Nz

Figura 4.4. Solucion numérica. Isocontornos de la Funcion Vorticidad Re =100,t=10y h =
1/128

La soluciéon numérica aqui mostrada es obtenida de nuestro programa, es facil
apreciar que las gréaficas de la solucion numérica y analitica son muy similares, es
por esta razén que se presentaran graficas en 3-D, las cuales mostraran con
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mayor claridad el desempefio del flujo a lo largo del tiempo, asi como las
variaciones en el nimero de Reynolds.

Gréficas en 3-D para Re =100, t =10y 1000 y malla: 128.

Figura 4.5. Lineas de Corriente para Re =100, t=10y h = 1/128

Figura 4.6. Isocontornos de la Funcién Vorticidad para Re =100, t =10y h = 1/128
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Figura 4.7. Lineas de Corriente para Re =100, t =1000y h = 1/128
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Figura 4.8. Isocontornos de la Funcién Vorticidad para Re =100, t =1000y h = 1/128
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Gréficas en 3-D para Re =3200, t =10y 1000 y malla: 128.

Figura 4.9. Lineas de Corriente para Re =3200,t =10y h = 1/128

Figura 4.10. Isocontornos de la Funcidn vorticidad para Re =3200,t=10y h = 1/128
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Figura 4.11. Lineas de Corriente para Re =3200, t =1000 y h = 1/128

Figura 4.12. Isocontornos de la Funcion vorticidad para Re =3200, t =1000y h = 1/128
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Gréficas en 3-D para Re =7500, t =10 y 1000 y malla: 128.

Figura 4.14. Isocontornos de la Funcidn vorticidad para Re =7500, t=10y h = 1/128
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Figura 4.15. Lineas de Corriente para Re =7500, t =1000 y h = 1/128

Figura 4.16. Isocontornos de la Funcion vorticidad para Re =7500, t =1000 y h = 1/128
En las graficas en 3-D se aprecia de mejor forma la diferencia entre la solucion

numérica y la analitica, ya que se ve de manera clara los puntos maximos y
minimos en cada gréfica.
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4.1.3. Segundo problema prueba: El problema de la cavidad cuadrada con
tapa deslizable.

Toca el turno de estudiar el segundo problema prueba, llamado el problema de
la cavidad cuadrada. Este origina el problema de la recirculaciéon por lo que su
estudio es de gran interés entre los matematicos.

Como se observa en [22], el problema de la cavidad cuadrada intenta estudiar
un fluido dentro de una cavidad (Ver fig. 4.17); supéngase que se tiene un fluido
gue se mueve de derecha a izquierda de forma homogénea en un canal que
presenta una hendidura o cavidad cuadrada. Para saber cémo es el movimiento
del fluido dentro de esta cavidad, es necesario resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes dentro de este dominio.

Es preferente suponer que el fluido tiene una estructura bidimensional y asi
tomar un conjunto del plano, que suele ser dado por [0,1] x [0,1], el cuadrado
unitario.

o - o = > =
> o > g
> = > o
o > > - . -
> > > > - s
lf-
=’: . N — :—' _E.
" .
) » ) flr

Figura 4.17. Representacion del problema de la cavidad cuadrada con tapa deslizable.

Nos interesa conocer el comportamiento del fluido en la frontera del dominio,
region de estudio, y es necesario indicar el comportamiento de éste en el modelo.
En este caso en particular, nos importa conocer como se mueve el fluido en los
cuatro bordes de esta cavidad, y saber si hay bordes fijos en los que el flujo esta
€n reposo o Si éste se esta moviendo al encontrase en un borde que también esta
en movimiento. (Ver fig. 4.17)
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En resumen, describir de manera completa el estudio de este problema, nos
conduce a que tendriamos que resolver el siguiente conjunto de ecuaciones:

El problema de la cavidad cuadrada queda definido de la siguiente manera:
Q= (0,1) x (0,1) c R?

Aqui Q representa la region de estudio para nuestro fluido y las condiciones de
frontera estdn dadas por u = g sobreT, con

(1,0)sobreTy = {(x,1):0 <x <1}, t >0,
9" (0,0)sobreT — T, t > 0,
en donde I es la frontera de Q.
La condicion inicial:
(u(x,7,0),v(x,,0)) = (0,0) V(x,y) € Q,

y debera satisfacer la condicion de frontera.

I

[, Q I

B

Figura 4.18. Region de estudio Q y fronteraT.

4.1.4 Graficas de la solucion del problema de la Cavidad Cuadrada con tapa
deslizable

Al igual que con el problema prueba anterior, aqui también se presentan
graficas de la solucion del problema de la cavidad cuadrada, en estas graficas se
observan los resultados que se obtuvieron con diferentes valores para el nUmero
de Reynolds.

En los experimentos que se realizaron, se uso el numero de Reynolds que va
desde Re = 400 hasta Re = 3500 con At = 0.01 y el tamafio de paso en la malla
queda definido por h.
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Gréficas de la solucién con Re =400, t = 200 y malla: 100
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Figura 4.19. Lineas de Corriente para Re =400, At =0.01, t =200y h = 1/100.
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Figura 4.20. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re = 400, At = 0.01,t =200 y
h = 1/100.
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Gréficas de la solucion con Re = 1000, t = 200 y malla: 128
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Figura 4.21. Lineas de Corriente para Re = 1000, At = 0.01,t =200 y h = 1/128.
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Figura 4.22. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re = 1000, At = 0.01, t = 200 y
h =1/128.
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Gréficas de la solucién con Re = 3200, t = 200 y malla: 256
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Figura 4.23. Lineas de Corriente de la Funcién Corriente para Re = 3200, At = 0.01, t =200 y
h =1/256.
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Figura 4.24. Isocontornos de la Funcion Vorticidad para Re = 3200, At = 0.01, t = 200 y
h =1/256.
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En estas gréficas se pueden observar los cambios producidos por los distintos
valores que se manejaron para el numero de Reynolds y el tamafio de las mallas,
estos resultados ofrecen una buena aproximacidén con respecto a los resultados
obtenidos por otros autores [18] y [42], las figuras 4.19 y 4.20 se compararon con
los resultados reportados en [18] y las figuras 4.21, 4.22, 4.23 y 4.24 fueron
comparados con los resultados obtenidos en [42], las dos primeras figuras con
Re = 1000. Se observa que el nUmero de sub-vortices se incrementa conforme el
tiempo aumenta hasta alcanzar el estado estacionario.
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5. CONCLUSIONES

En este proyecto de tesis se experimentd con dos problemas pruebas, vortices
de Taylor y el problema de la cavidad cuadrada con tapa deslizable, estos
problemas son gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes en un espacio
en 2- D y su dominio es rectangular, obteniéndose una solucion numérica. Ambos
problemas prueba fueron planteados para fluidos viscosos, incompresibles e
isotérmicos, para el primer problema, el vértice de Taylor, se tomé en cuenta la
dependencia del tiempo sobre el fluido, mientras que para el segundo problema,
de cavidad cuadrada con tapa deslizable, se buscé converger a un estado
estacionario. Los numeros de Reynolds que se utilizaron para el problema de
Vortice de Taylor fueron desde Re = 100 hasta Re = 7500, mientras que para el
problema de la cavidad cuadrada con tapa deslizable se usaron Re = 400 hasta
Re = 3200, el numero de Reynolds marcé una relacion directa con el aspecto final
de las graficas, que fueron importantes en los resultados de estos experimentos.
El método utilizado ofrecié una buena solucion numeérica para la funcion corriente,
por medio de la formulacion vorticidad-velocidad de las ecuaciones de Navier-
Stokes.

Para el problema prueba del vértice de Taylor, los resultados que se obtuvieron
fueron muy buenos y el error entre ambas soluciones fue pequefio, lo que resulta
en una solucién bastante aceptable. La diferencia entre las soluciones, para los
distintos tiempos, es mas notoria en la graficas 3-D que se presentaron en la
seccion 4, puesto que en ellas se aprecia las diferentes escalas que se obtienen al
variar el numero de Reynolds con respecto al tiempo.

En cuanto al problema de la cavidad cuadrada con tapa deslizable, las
soluciones obtenidas fueron buenas, Se trabajé con numeros de Reynolds
razonablemente grandes y mallas finas, obteniendo muy buenos resultados con
respecto a investigaciones anteriores, En la viscosidad del fluido, el nUmero de
Reynolds juega un papel importante ya que entre mayor sea este numero, la
viscosidad es menor y el nimero de vortices aumenta; esto es bastante visible en
las graficas presentadas, también en ellas se puede ver que cuando la viscosidad
es mayor el flujo tiene menos movimiento por lo que el niamero de vortices se
reduce débido a mayores fuerzas de rozamiento existentes en el fluido.

Finalmente en la solucion de estos problemas, se logré al unir diversas
materias con la computaciéon con fin de dar una buena solucion y presentar
distintos resultados a los ya mostrados con anterioridad por otros autores, las
soluciones aqui presentadas se asemejan bastante a las obtenidas con la
formulacion corriente-vorticidad de las ecuaciones de Navier-Stokes en [17] y [21].
Por esta razén es que considero importante el acoplar diversas materias en un fin
comun. En este proyecto de tesis fue importante el uso de la fisica, las
matematicas y la computacién, el resultado se alcanzé a partir de un programa
gue realizaba una simulacién numérica, obtenida de un modelo matematico que
fue desarrollado de leyes de la fisica por todos conocidas.
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