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OBJETIVOS GENERALES Y ESPECIFICOS DEL PROYECTO.

Objetivos generales.

Implementar y programar un sistema controlado por computadora para la encriptaciéon y
desencriptacion de imdagenes digitales. La implementacion cae en el contexto de la

transformada fraccional de Fourier y el procesamiento Optico-digital de imagenes.

Objetivos especificos.

Se implementara en sus versiones optica y digital la transformada fraccional de Fourier como
parte de un algoritmo de encriptacion de imagenes digitales binarias y en niveles de gris. El

algoritmo debera ser capaz de llevar a cabo la operacion inversa de desencriptacion de la

informacion.
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INTRODUCCION

La seguridad es un factor importante en el avance de la tecnologia de la informacién. Durante la
década pasada, diversos sistemas de encriptacion de imdgenes Optico-digitales han sido
propuestos. Entre ellos los mds comunes son la codificacién de la fase aleatoria en el dominio de
Fourier y mds recientemente en el dominio de la transformada fraccional. Sin embargo,
recientemente notamos que las trasformadas de Fourier fraccidnales pueden dar diferentes

formas de encriptar la informacion bidimensional.

La aplicacién de métodos para seguridad constituye una alternativa atractiva por el uso
de procedimientos electrénicos debido a la operacién en paralelo y producto espacio ancho de
banda alto de los métodos 6pticos. Estos son especialmente utiles para el procesamiento de
informacién tales como imagenes y hologramas. En general, las técnicas de seguridad Optico-
digitales involucran un procesador 6ptico que encripta, desencripta o autentiza la informacién

codificada como una imagen bidimensional.

Se realiza un andlisis de Fourier que proporciona una forma de tratar los procesos épticos
en términos de frecuencia espaciales. La principal motivacién es desarrollar la comprensién de la
forma en que los sistemas Opticos procesan luz para formar imagenes. Se desea saber sobre
amplitudes y faces luminosas que alcanza el plano de la imagen Los métodos de Fourier son
especialmente adecuados para esta labor por tal motivo se realiza el andlisis de Fourier, dentro
del anélisis se abarcan los siguientes putos: la transformada unidimensional, transformada de la
funcién Gaussiana, transformada bidimensionales, transformada de una funcion cilindrica, la
compresion de un lente como transformador de Fourier, y un ligero andlisis de la transformada

fraccional de Fourier.

Otro andlisis que se realiza es el procesamiento de imdgenes digitales, donde se hace
énfasis referente a los conceptos referentes al procesamiento de imdgenes digitales, la cual
consiste en enredar un mensaje con una formula matemadtica irreversiblemente complicada

donde la persona que tenga clave pueda decodificar el mensaje.

Se da una leve descripcion las distintas técnicas de procesamiento como: filtros lineales

y no lineales, de rango, dilatacion, erosion, entre otros.



Se hace necesario crear sistemas que permitan proteger la informacion, para tal propodsito
se utiliza la transformada de Fourier por la complejidad al encriptar y desencriptar imdgenes
digitales, se propone desarrollar un andlisis de Fourier ya con imdgenes que van desde una figura
geometria hasta una imagen més compleja, con el propdsito de ver comportamiento de dichas

funciones matematicas sobre las figuras e imagen digital.

Se debe recordar que la FFT (Transformada Fraccional de Fourier) no es una
transformada diferente de la DFT (Transformada Discreta Fourier), pero si una familia de
algoritmos mds eficientes para lograr la transformada de datos. Generalmente cuando uno
acelera un algoritmo, esta aceleracién viene con un coste, con la FFT(Transformada Fraccional
de Fourier), el coste es complejidad. Hay complejidad en la ejecucion de la contabilidad y del

algoritmo. Los ahorros de cémputo, sin embargo, no se realizan a expensas de la exactitud

La transformada de Fourier fraccional ha sido empleada exitosamente en el estudio de
sistemas opticos, como Optica de Fourier, con aplicaciones al procesamiento de informacion

Optica, permitiendo una formulacién en esta drea en forma mucho mas general.

Uno de los postulados para operar con la FRT es el siguiente:

a

R Sbf]=3a3bf=3b3af=3a+bf

en donde a y b son constantes arbitrarias.

La motivacion de esta tesis es la de aplicar la FRT para la encriptacion de imagenes
optico digitales. Desde el punto de vista matematico, las FRTs tienen diferentes tipos de

definicién matematica y esto permite representar a una sefial en diferentes formas.



CAPITULO 1

ANALISIS DE FOURIER

1.1 Introduccion

El analisis de Fourier proporciona una forma excelente de tratar los procesos dpticos en términos

de frecuencias especiales, debido a su potencia matematica real.

La principal motivacion es desarrollar la comprension de la forma en que los sistemas
Opticos procesan la luz para formar imdgenes. Queremos saber todo sobre amplitudes y las fases
de las ondas luminosas que alcanzan el plano de la imagen. Los métodos de Fourier son
especialmente adecuados para esta labor asi que primero ampliaremos el tratamiento de las
series de Fourier. Varias transformadas son particularmente utiles en el andlisis y estas son las
primeras que consideremos. Entre ellas se encuentran la funcién Delta, que en lo que sigue sera
utilizada para representar una fuente puntual de luz. Como responde un sistema Optico a un
objeto que estd compuesto de un gran nimero de fuentes puntuales que son funciones delta. La
relacion entre el andlisis de Fourier y la difraccion de Fourier se investiga a lo largo de la
discusion, El capitulo terminara con una vuelta al problema de la evaluacién de las imédgenes
esta vez desde una perspectiva diferente, aunque relacionada: el objeto se trata no como una

coleccidn de fuentes puntuales sino como un difusor de ondas planas.

1.2 Las transformadas unidimensionales

Una funcién de una dimensién de alguna variable del espacio f{x) puede expresarse como una

combinacion lineal de un nimero finito de contribuciones armonicas.

f(x)=% [ A(K)cos KxdK + [ B(K ) senKxdK (1.2.1)
0 0



Los factores de peso que determinan la importancia de las diversas contribuciones de
frecuencia espacial angular (K), es decir A(K) y B(K), son transformadas de Fourier del coseno y

del seno dadas por:

f f(x")cos Kx'dx'

y (1.2.2)

f f(x')senKx'dx'

respectivamente. La cantidad x’ es una variable muda sobre la cual se lleva a cabo la integracion
de manera que ni A(K) ni B(K) son funciones explicitas de x’ y la selecciona del simbolo usado
para indicar no es importante. Las transformadas del seno y el coseno pueden consolidarse
dentro de una sola expresion exponencial compleja ecuacion 1.2.3 como sigue: substituyendo la

ecuacion 1.2.1 en la ecuacion 1.2.2 obtenemos:

+ o0

_fcost f f(x")cos Kx'dx'dK+— fsenKx f f(x')sen Kx ' dx(li%-3)

— 00

Ahora como K(x’- x) = cos Kx cos Kx’ + sen Kx sen Kx’ esto puede rescribirse como:

=]

[ f(x")cosK (x'—x)dx'|dK (1.2.4)

Ya que se esta buscando una representacion exponencial, obsérvese que:

dK (1.2.5)

f[ff ")senK (x'—x)dx’

Porque el factor entre paréntesis es una funcién impar de K. Al sumar estas dos ultimas

expresiones ecuacion 1.2.4 y 1.2.5, se obtiene la forma compleja de la integral de Fourier.



400 | +o0
_ 1 ’ iKx' | —iKx
f(x)—E_oO :[Of(x Je dx'|le” " dK (1.2.6)
Por lo tanto podemos escribir
1 + o0
f(x)=— | F(K)e ™ dK (1.2.7)
2m °
Siempre que
+o0
F(K)=[ f(x)e™dx (1.2.8)

La funcién F(K) es la transformada de Fourier la cual se indica simbdlicamente

por la ecuacion 1.2.9:
F(K)=3 f(x) (1.2.9)

Precisamente como F(K es la transformada de f(x) y f(x ) es la transformada inversa de

Fourier de F(K) o simbdlicamente se muestra en la ecuacién 1.2.10:

f(x)=3""F(K)=3"3f(x)] (1.2.10)

y, fix) y F(K) se denomina frecuentemente par de trasformadas de Fourier.
Si f fuera una funciéon del tiempo en vez del espacio, unicamente tendriamos que
remplazar x por ¢ (ec.1.2.11)y entonces K, la frecuencia espacial angular, por W ecuacion 1.2.12,

la frecuencia temporal angular, para obtener el par de transformadas oportuno en el dominio

temporal, es decir:

fl)=— [ F(w)e 7™ dw (1.2.11)



y Flw)=[ f(t)e™di (1.2.12)

Cabe mencionar que si escribimos f{x) como una suma de funciones, su transformada
serd evidentemente la suma de las transformadas de los componentes individuales de las

funciones.

1.3 Transformada de la Funcion Gaussiana

Examinaremos la funcién de probabilidad gaussiana ecuacion 1.3.1:

fo = Ce & (1.3.1)

donde c=\/ al/Tl ya esuna constante.

Su transformada de Fourier se obtiene evaluando la ecuacion 1.3.2:

F(K)=I(Ce_“x2)eindx (1.3.2)

Al  completar el cuadrado, el exponente, -ax’ + iKx pasa a ser

—(x\/;—i[(/z\/z)z—[(zma y haciendo que x+\a—iK/2\a=p dalaec.1.3.3.

+o0

F(K)=ﬁe_K2/4aj e P ap (1.3.3)

— 2
_ —K'/4a

La integral definida es igual a Jm , por lo tanto FIK |=e la cual es nuevamente

una funcién gaussiana, esta vez con K como variable. La desviacion estdndar esta definida como

el rango de la variable en la cual la funcién disminuye en un factor de e-1/2=0.607 de su valor

maximo. Por lo tanto, las desviaciones estindares para las dos curvas si ox=1/ V2a y OK=



V2a 0x, 0K=I1. Segin vaya aumentando, f(x) se va estrechando mientras que, por lo
contrario, F(K) se ensancha. Dicho de otra forma, cuanto mds corta sea la longitud del pulso,
mds amplio serd el ancho de banda de la frecuencia espacial.

1.4 Las transformadas bidimensionales

El par de transformadas de Fourier puede generalizarse facilmente a dos dimensiones donde

(KX)H-K),)‘)

flx, dK ,,dK | (1.4.1)

),w

fff (x,y)e ™ dvay (14.2)

La cantidad de K, y K, son las frecuencias espaciales angulares de los ejes. Supongamos que
estamos mirando la imagen de un piso revestido con baldosas blancas y negras colocadas
alternativamente y cuyos bordes son paralelos a las direcciones de x e y . Si la extension del piso
fuera infinita, la distribucion matemadtica de la luz reflejada podria considerarse en términos de
una serie transformadas bidimensionales de Fourier. Si cada loza tiene una longitud 1, el
periodo espacial a lo largo de cada eje de 2l vy las frecuencias espaciales fundamentales
asociadas equivaldrian a 11 / 1 . Si la extensioén de la distribucion fuera finita, la funcién ya no
serfa periddica, teniendo la integral de Fourier que reempezara ala serie. Segin la ecuacién
(1.4.2), fix,y) puede construirse a través de una combinacion lineal de funciones elementales
cuya forma sea exp [-i(k.x+K,y)], cuyas amplitud y fase han sido oportunamente ponderadas por

un factor complejo F(K,, K, ).

En tres dimensiones, las funciones elementales aparecen como exp/-(kx+K,y+K.z)] o exp (-
iKr) que corresponde a superficies planas. Si f es una funcién de onda, es decir, algtn tipo de
ondas tridimensionales f{r,z), estas contribuciones elementales se convierten en ondas planas
que toman la forma exp [- (iKr - wt) J. Dicho de otra forma, la perturbacién puede sintetizarse
por medio de una combinacidn lineal de ondas planas que tiene varios nimeros de propagacion y

que se mueven en varias direcciones.



1.5 La transformada de una funcion cilindrica

La funcion cilindrica

f(x y)= 1,\/x2+y2Sa
, 0,\/x2+y2>a

(1.5.1)

Facilita un ejemplo préctico importante de la aplicacion de los métodos bidimensionales de
Fourier. Las matemadticas no serdn particularmente simples pero la importancia de los cdlculos
para la teoria de la difraccion mediante aberturas circulares y lentes justifica ampliamente tal

esfuerzo. La evidente simetria circular sugiere coordenadas polares y por lo tanto

K,.= Ky cos &
K, = Kq sen « (1.5.2)
x=rcosB

y=rsen0

en cuyo caso dxdy = r dr dO. La transformada, J|f(x)| , entonces serd

e dO |rdr

J‘ZH iK g reos(9—a)
0=0

F(Kg,a)=]"

o’ r=0

(1.5.3)

Dado que f{x,y) es simétrica circularmente, su transformada también deberd ser simétrica. Esto
implica que F(K4,&) es dependiente de o. Por lo tanto, la integral puede simplificarse

permitiendo que O sea igual a una constante, de donde

a |21

FK)=[|[ """ a0 |rar (1.5.4)

00

se deduce que



F(K)=2m[ J (K r)rdr (1.5.5)

F(K,r) es una funcién de Bessel de orden cero, introduciendo el cambio de variable, es decir

Kqr=w, tendremos dr=K ;1 y la integral serd

—fJO(w)wdw (1.5.6)

(1.5.7)




1.6 La lente como sistema transformador de Fourier

En la figura 1.1 se muestra una transparencia posicionada en el plano focal frontal de una lente
convergente proporcionada en el plano focal frontal de una lente convergente que estd siendo
iluminada por luz paralela. A su vez, este objeto difunde las ondas planas que son recogidas por
la lente mientras que los haces paralelos luminosos se hacen converger como su plano focal
posterior. Si se colocara una pantalla en ese punto en ), el denominado plano de la
transformada. La distribucion del campo eléctrico en el marco del objeto que se denomina fusion
de abertura, se transforma por medio de la lente en figuras de difraccién de campo lejano. Si
bien esta afirmacion es vdlida para la mayoria de los casos, no es totalmente cierta. Después de

todo, la lente no forma verdaderamente su imagen en el plano.

T

Figura 1.1. La luz difractada por una transparencia en el punto focal (u objeto) de una lente
converge para formar una figura de difraccién de campo lejano en el punto focal posterior (o
imagen) de la lente.



Es extraordinario que aquella figura de campo E de Fraunhofer corresponda exactamente a
la transformada de Fourier de la fusion de abertura. De aqui el objeto se halla en el plano focal
frontal y todas las diversas ondas difractadas mantienen sus relaciones de fase viajando
longitudes de camino 6ptico esencialmente igual a la transformada. Esto no ocurre cuando el
objeto se desplaza del plano focal frontal. Entonces, se producird una desviacién de la fase que,
realmente, tiene poca importancia, puesto que estamos generalmente interesados en la

Irradiancia donde la fase estd promediada no pudiendo detectar la distorsién de la fase.

Por lo tanto, si la mascara de un objeto de lo contrario opaco contiene un agujero circular
unico. El campo E que lo atraviesa se asemejara como funcién de Bessel, siendo muy parecida a
la de la figura 1.2b. De manera parecida, si la transparencia del objeto cambia su densidad tan
sO6lo a lo largo del eje, de manera que el perfil de transmision es triangular (Figura 1.2a),
entonces la amplitud de campo eléctrico se corresponderd con la figura 1.6.b- la transformada de

Fourier de la funcién de tridngulo ser4 la funcioén sinc al cuadrado.

A E(X) 1

sinc(x) 0

~10 0 10

(a) (b)

Figura 1.2 Transformada de la funcién del triangulo es la funcidn sinc.

1.7  Transformada Fraccional de Fourier
Propiedades de la FFT
Los polinomios de Hermite son calculados por la ecuacion 1.7.1

oL (1.7.1)




Propiedades basicas

Propiedades de la Transformada Fraccional de Fourier.

Linealidad

Denotamos las dos funcione originales como f{x)y g(x). Si 3“f(x) y 3%g(x) son tomadas

respectivamente por la transformada fraccional de Fourier, entonces la ec. 1.7.2

~a
)

c]f(x)+czg(x)}=c]S“f(x)+c23”g(x) (1.7.2)

donde c, y ¢, constante complejas.

Continuidad
Por dos operaciones de la FFT con orden a, y a,, podemos escribir la ec. 1.7.3

c.a,tc,a

L 2f(x)=301“1Sczazf<x)=sczazsclalf(x) (173)

Auto-imagen

Un caso especial interesante es la funcién Eq.(33) se presenta cuando c,a,=4 entonces

(1.7.4)
Convolucion parcial / correlacion

Una posible definicion para la operacion de la convolucioén de f{x) y g(x) ecuacion 1.7.4 es

CONV (f,g)=3"|37"f(x).5 " g(x) (1.7.5)

Propiedades adicionales

Regla de multiplicacion

39y £(y)](x)=|xcos (2ma)—isin (2ma) D" 3 £ (y)|(x) » (1.7.6)

Regla de diferenciacion

~da
N

Dmf(y)}(x)={—ixsin(21‘[a)+cos(21‘Ia)D]mS“[f(y)](x) , (L7.7)



Regla del producto mixto

—[sin(21‘[aj+ix2 cos(21'[a)}sin(21‘[a)
+xcos|2ma| D—isin (21a)cos (2ma) D* , (1.7.8)
DI (x)=alel a1 3 £ (5)](x)

Regla de desplazamiento

Sa

—ib sin[ZHq[x-&-O‘Sbcos(ZHa]H)

35 £ (y))(x)=e 3 (y) [x+bsin(2ma)] 5 (1.7.9)
donde 3’ es denotada por la operacién
3 fl(x)=f(x+b), (1.7.10)

Regla de la exponencial

ihcos{2Ha{x+0.5bsin(21‘[a:‘”)

(1.7.11)

3™ £(3)](x)=e 59 £ ()] x +bsin[2mal|



CAPITULO 11
PROCESAMIENTO DIGITAL DE IMAGENES

2.1 Introduccion

El andlisis del procesamiento de imagenes digitales envuelven una serie de cuestiones
referente al tratado de una imagen digitalizada, la cual lleva cierto proceso de digitalizacion, en
este capitulo se hace énfasis referente a los conceptos de procesamiento de imdgenes digitales y
las distintas técnicas de procesamiento como: los filtros lineales y no lineales, de rango,
dilatacion, erosion entre otros.

Se da referencia a los filtros espaciales teniendo como objetivo modificar la contribucion
de determinados rangos de frecuencias a la formacién de la imagen. El término espacial se
refiere al hecho de que el filtro se aplica directamente a la imagen y no a una transformada de la
misma.

Asi como los conceptos principales de encriptacion de una imagen digital, la cual consiste
en enredar un mensaje con una férmula matematica irremediablemente complicada, volviéndolo
ilegible a cualquiera, salvo td y las personas que tengan la clave secreta para decodificar el
mensaje.

2.2 Conceptos basicos de imagenes digitales

Imagenes digitales son fotografias electrénicas tomadas de una escena o escaneadas de
documentos -fotografias, manuscritos, textos impresos € ilustraciones. Se realiza una muestra de
la imagen digital y se confecciona un mapa de ella en forma de cuadricula de puntos o elementos
de la figura (pixeles). A cada pixel se le asigna un valor tonal (negro, blanco, matices de gris o
color), el cual estd representado en un codigo binario (ceros y unos). Los digitos binarios ("bits")
para cada pixel son almacenados por una computadora en una secuencia, y con frecuencia se los
reduce a una representacion matemdtica (comprimida). Luego la computadora interpreta y lee

los bits para producir una version analdgica para su visualizacién o impresion.



Resolucion es la capacidad de distinguir los detalles espaciales finos. Se define como el
numero de pixeles contenidos en la imagen por unidad de longitud. Se mide con pixeles por

pulgada (dpi/ppi).

Cuando hablamos de una imagen de 300dpi, estamos indicando que en cada pulgada hay

300x300 pixeles, es decir, 90.000 pixeles.

La calidad de una imagen digital esta directamente relacionada con su resolucion, ya que
cuando més grande sea su cantidad de pixeles por pulgada, mejor calidad tendrd, pero también

ocupard un espacio mayor de archivo, ya que presentard mds bits de informacion.
Mayor cantidad de dpi = mayor calidad = mayor tamafio de archivo

El tamaiio de la imagen digital, expresada en pixeles de ancho por pixeles de alto, se
refiere a las dimensiones absolutas en pixeles de la imagen digital, ésta es independiente de su

resolucion.

Resolucion de la imagen digital, expresada en pixeles por pulgada, la cantidad de pixeles
de la imagen por pulgada, nos indica pues el tamafio de los pixeles que formaran la imagen.
Cuanta mads alta sea la resolucion més pixeles tendremos por pulgada, y por lo tanto, éstos serdn

mas pequefos y viceversa.

» Mayor resolucién, mas pixeles por pulgada, mayor detalle de imagen.

» Menor resolucién, menos pixeles por pulgada, menor definicién del detalle de la

imagen.

Dimensiones de pixel son las medidas horizontales y verticales de una imagen,
expresadas en pixeles. Las dimensiones de pixel se pueden determinar multiplicando tanto el
ancho como la altura por el dpi (punto por pulgada). Una cdmara digital también tendra
dimensiones de pixel, expresadas como la cantidad de pixeles en forma horizontal y en forma

vertical que definen su resolucion.

Profundidad de bits es determinada por la cantidad de bits utilizados para definir cada

pixel. Cuanto mayor sea la profundidad de bits, tanto mayor serd la cantidad de tonos (escala de



grises o color) que puedan ser representados. Las imagenes digitales se pueden producir en

blanco y negro (en forma bitonal), a escala de grises o a color.

Una imagen bitonal esta representada por pixeles que constan de 1 bit cada uno, que
pueden representar dos tonos (tipicamente negro y blanco), utilizando los valores 0 para el negro

y 1 para el blanco o viceversa.

Una imagen a escala de grises estd compuesta por pixeles representados por multiples

bits de informacidn, que tipicamente varian entre 2 a 8 bits 0 més.

Rango dinamico es el rango de diferencia tonal entre la parte mas clara y la mas oscura
de una imagen. Cuanto més alto sea el rango dindmico, se pueden potencialmente representar
mds matices, a pesar de que el rango dindmico no se correlaciona en forma automética con la
cantidad de tonos reproducidos. El rango dindmico también describe la capacidad de un sistema
digital de reproducir informacién tonal. Esta capacidad es mds importante en los documentos de
tono continuo que exhiben tonos que varian ligeramente, y en el caso de las fotografias puede ser

el aspecto mds importante de la calidad de imagen.

Compresion se utiliza para reducir el tamafio del archivo de imagen para su
almacenamiento, procesamiento y transmision. El tamaiio del archivo para las imagenes digitales
puede ser muy grande, complicando las capacidades informadticas y de redes de muchos
sistemas. Todas las técnicas de compresion abrevian la cadena de c6digo binario en una imagen
sin comprimir, a una forma de abreviatura matemaética, basada en complejos algoritmos. Existen
técnicas de compresion estdndar y otras patentadas. En general es mejor utilizar una técnica de
compresion estidndar y ampliamente compatible, antes que una patentada, que puede ofrecer
compresion mas eficiente y/o mejor calidad, pero que puede no prestarse a un uso o a estrategias

de preservacion digital a largo plazo.

Tamaiio del archivo se calcula multiplicando el 4rea de superficie (altura x ancho) de un
documento a ser escaneado, por la profundidad de bits y el dpi>. Debido a que el archivo de

imagen se representa en bytes, que estan formados por 8 bits, divida esta cifra por 8, es decir:

Tamaiio de archivo = (altura x ancho x profundidad de bits x dpi*) / 8 (2.2.1)



Sistema convencional para dar nombres a los archivos segin el tamafio de los mismos:
Debido a que las imagenes digitales tienen como resultado archivos muy grandes, la cantidad de

bytes con frecuencia se representa en incrementos de 2'° (1.024) o mas:

1 Kilobyte (KB) = 1.024 bytes
1 Megabyte (MB) = 1.024 KB
1 Gigabyte (GB) = 1.024 MB
1 Terabyte (TB) = 1.024 GB

Técnicas de procesado de imagenes

Los filtros espaciales tienen como objetivo modificar la contribucién de determinados
rangos de frecuencias a la formacién de la imagen. El término espacial se refiere al hecho de que
el filtro se aplica directamente a la imagen y no a una transformada de la misma, es decir, el
nivel de gris de un pixel se obtiene directamente en funcién del valor de sus vecinos.

Los filtros espaciales pueden clasificarse basdndose en su linealidad: filtros lineales y
filtros no lineales. A su vez los filtros lineales pueden clasificarse segun las frecuencias que
dejen pasar: los filtros pasa bajas atentian o eliminan las componentes de alta frecuencia a la vez
que dejan inalteradas las bajas frecuencias; los filtros pasa altas atendan o eliminan las
componentes de baja frecuencia con lo que agudizan las componentes de alta frecuencia; los
filtros pasa bandas eliminan regiones elegidas de frecuencias intermedias.

La forma de operar de los filtros lineales es por medio de la utilizacién de mascaras que
recorren toda la imagen centrando las operaciones sobre los pixeles que se encuadran en la
region de la imagen original que coincide con la méscara y el resultado se obtiene mediante una
computacion (suma de convolucién) entre los pixeles originales y los diferentes coeficientes de

las mascaras.

Los filtros espaciales no lineales también operan sobre entornos. Sin embargo, su
operacion se basa directamente en los valores de los pixeles en el entorno en consideracion.
Unos ejemplos de filtros no lineales habituales son los filtros minimo, maximo y de mediana que
son conocidos como filtros de rango. El filtro de mediana tiene un efecto de difuminado de la

imagen, y permite realizar una eliminaciéon de ruido de forma eficaz, mientras que el filtro de



méaximo se emplea para buscar los puntos mds brillantes de una imagen produciendo un efecto
de erosion, y el filtro de minimo se emplea con el objetivo contrario, buscar los puntos mas

oscuros de una imagen produciendo un efecto de dilatacion.

Otra clasificacion de los filtros espaciales puede hacerse basandose en su finalidad, y asi
tenemos los filtros de realce (Sharpening) para eliminar zonas borrosas o filtros de suavizado
(Smoothing) para difuminar la imagen. También tenemos los filtros diferenciales que se
componen de varios tipos de mdscaras (Laplaciano, Prewitt, Sobel, etc.), y se utilizan para la
deteccion de bordes. El proceso de deteccion de bordes se basa en realizar un incremento del
contraste en las zonas donde hay una mayor diferencia entre las intensidades, y en una reduccion

de éste donde no tenemos variacion de intensidad. [4]

2.2.1 Convoluciéon

El tratamiento de imdgenes mds empleado y conocido, es el tratamiento espacial también
conocido como convolucién. Las convoluciones discretas son muy usadas en el procesado de
imagen para el suavizado de imdgenes, el afilado de imdgenes, deteccion de bordes, y otros
efectos. Mediante este proceso se calcula el valor de un determinado punto en funcién de su
valor y del valor de los puntos que le rodean, aplicando una simple operacién matemética en

funcidn de la cual se obtendra un valor resultante para el punto en cuestion.

La operacion de la convolucién puede representarse como en la ecuacién (2.3.1).

alx.y) = fix,y) @a(x,y) (2.3.1)

donde a(x,y) es la funcién respuesta al impulso del filtro a aplicar (o0 mdscara de convolucion),
f(x,y) es laimagen de entrada y g(x,y) es la imagen filtrada. Las expresiones matematicas para el

caso bidimensional se muestran en las ecuaciones (2.3.2) y (2.3.3).
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Caso discreto

La operaciéon matemadtica en que consiste la convolucién es simplemente una suma
ponderada de pixeles en el vecindario del pixel fuente. Los pesos son determinados por una
pequefia matriz llamada mdéscara de convolucién, que determina unos coeficientes a aplicar
sobre los puntos de una determinada 4rea. Las dimensiones de la matriz son normalmente
impares e iguales, de forma que se pueda determinar un centro de una matriz cuadrada. La

posicion del valor central que corresponde con la posicion del pixel de salida.

Una ventana deslizante, llamada ventana de convolucion (figura.2.1), se centra en cada
pixel de una imagen de entrada y genera nuevos pixeles de salida. Para aplicar la méscara a esa
zona se multiplican los valores de los puntos que rodean al pixel que estamos tratando por su
correspondiente entrada o coeficiente en la mdscara y luego se suman esos productos.

Es muy importante colocar los nuevos pixeles en una nueva imagen. Si el recién
generado pixel reemplaza al antiguo pixel, éste serd usado para calcular el valor del siguiente

pixel nuevo.

Imagen de entrada

LlLlE Wentana de convolucidn Miscara de conwvolucidn

I3 Iq. Ij IU Il :[2 I‘u"IU Ml M2

— L L |s| x|
kL |k M | M7 | Ms

Imagen de salida

F 1

Muevopizel = Iopx My + I =My + Lxhfy +
I bly + Iy by + Isxhis +
I =M + Iy + g =g

Fig.2.1 Representacion de de ventana y mascara de convolucion.



La suma de los pesos en la mdscara de convolucién afecta a la intensidad general de la
imagen resultante. Muchas méascaras de convolucion tienen coeficientes que suman un total de 1
(como los filtros pasa bajas usados en el suavizado de imagen). Es este caso, la imagen
convolucionada tendrd la misma intensidad media que la imagen original. Algunas mdscaras de
convolucién (como las usadas en deteccién de bordes) tienen coeficientes positivos y negativos
y suman un total de 0, en esta situacién se generardn valores de pixeles negativos. En caso de
que nos salgamos del rango impuesto para la imagen f(x,y), bien porque necesitemos utilizar
madscaras cuya suma de valores sea mayor que la unidad o porque utilicemos mdscaras con
coeficientes negativos, debemos normalizar el resultado aplicando la funcién mds adecuada en

cada caso.

Existe una gran variedad de méscaras que realizan diferentes acciones sobre una imagen.
Las hay que suavizan los bordes, otras que limpian la imagen, otras que la oscurecen, etc. Las
mascaras, como operadores lineales mds utilizados, suelen ser de los de pasa baja, pasa alta y
deteccion de bordes. Por ejemplo, mediante la siguiente matriz no se realiza ningin cambio a la

imagen:

0 0 0
0 1 0
0 0 0

El tamafio de la mdscara podria ser arbitrario, e incluso no restringido a matrices
cuadradas, por lo que se podria utilizar perfectamente matrices rectangulares. Pero nos
limitaremos a que la mayoria de los procesados utilicen médscaras cuadradas de tamafio 3x3, ya
que para comprender su funcionamiento son las mascaras mas simples. Una cosa que se aprende
con rapidez es que cuando la madscara de convolucién aumenta de tamafo, la carga

computacional aumenta exponencialmente.

La primera cuestion al implementar una funcién de convolucién es como tratar los bordes

de la imagen. Cuando la ventana de convolucién se centra en el primer pixel de una imagen en



(0,0), la ventana deslizante sobresale de la imagen (figura 2.2) en el borde superior y en el

izquierdo. ;Qué valores de la imagen deben ser multiplicados por esos coeficientes de

convolucion que sobresalen de los bordes?

Figura 2.2 .Tratar bordes de la Imagen

Hay varias maneras para solucionar este problema.

0

0

0

0

La primera solucion es tratar las celdas vacias en la ventana de convolucién como
ceros. Esto se conoce como zero-padding. Es facil de realizar pero no es una
buena idea si los bordes de la imagen resultante son tan importantes como el resto
de la imagen.

La siguiente solucion es empezar la convolucion en la primera posiciéon donde la
ventana no sobresalga de la imagen. Si la méscara de convolucién es de tamafio
3x3, se empezaria convolucionando con el pixel en (1,1) en vez del pixel en (0,0).
Este método es sencillo de implementar. En la imagen de salida, los bordes
convolucionados son copiados para crear una imagen con el mismo tamafio que la
imagen de entrada.

Otros métodos amplian la imagen antes de convolucionarla. Una forma de hacerlo
es duplicar los bordes. Usando una méscara 3x3, se copiarian las filas superiores
e inferiores, asi como las columnas izquierda y derecha.

El otro método es “envolver” la imagen (Figura 2.3), es decir, considerar como
pixel contiguo al del borde izquierdo, el pixel del borde derecho y viceversa, asi

como con los del borde superior e inferior. Si se quiere convolucionar una imagen



256x256 con una mascara de convoluciéon de 3x3, la primera ventana de
convolucion opera con los pixeles en las posiciones que se ven en la siguiente

figura. Este dltimo método ha sido el empleado en la implementacién de la

aplicacion.
11213
4 4
(255,255 (255,00 | (255,1)
(0,255) {0, (0,13
(1,299) (1.0 (1,13
2053 1

Fig.2.3 Imagen a envolver

2.2.2 Suavizado

El suavizado de imdgenes se utiliza normalmente bajo dos supuestos: dar a una imagen un

difuminado o efecto especial y para la eliminacién de ruido.

El suavizado o filtrado espacial pasa baja borra los detalles mas finos de una imagen, es
decir, conlleva una atenuacion de las altas frecuencias, mientras se mantienen las bajas y medias
frecuencias. Tiene un buen numero de aplicaciones: algunas veces se emplea para simular una
cadmara desenfocada, o para restar énfasis a un fondo; mientras los fotégrafos usan un filtro de

cédmara para conseguir ese efecto, las artistas informatizados emplean filtros digitales.

El suavizado se alcanza mediante la convolucién, y es facil ver en la mdscara de
convolucion que el suavizado es simplemente el promedio del vecindario. Promediar tiende a
eliminar los valores extremos de un grupo, asi los pixeles extremadamente claros u oscuros
pueden hacerse mds grises dependiendo de los vecinos del pixel. Cuanto mds grande es la

madscara, mayor es el efecto de suavizado y mayor el tiempo de computo requerido.



2.2.3 Filtros Pasa Bajas

Las mdscaras de los filtros pasa bajas deben tener todos sus coeficientes positivos y la suma de

ellos debe ser igual a uno. Las mdscaras de tamafio 3x3 mds utilizadas son las siguientes:

o Lallamada propiamente pasa baja (Figura 2.4) .

o Lallamada "Smooth" (Figura 2.5).

0 1/10 0 1716  2/16  1/16
/10 6/10  1/10 2/16  4/16  2/16
0 1/10 0 1/16  2/16  1/16

Figura 2.4. Pasa Baja Figura 2.5 Smooth

Las dos mdscaras tienen el mismo efecto sobre la imagen, pero con la llamada Smooth, al
tener los coeficientes un mayor valor, el efecto de difuminado es mucho mas fuerte. En el caso
de la mascara Smooth debemos darnos cuenta que la suma de los valores es 16 y no 1, por lo que
los valores obtenidos con ella para los puntos de la imagen, se nos pueden salir del rango valido
(en nuestro caso 255), por lo que el resultado debe ser normalizado dividiéndolo por la suma de
la méscara, en este caso 16. En el caso de la médscara Pasa Baja la suma total es de 10, valor por

el cual dividimos para normalizar el resultado.

El filtrado con una mdscara pasa baja, como la Smooth, produce un efecto de difuminado
de los bordes y emborronamiento de la imagen filtrada con respecto a la imagen original. Esta
pérdida de los detalles pertenecientes a las altas frecuencias es lo que caracteriza a todos los

filtros pasa baja o de suavizado.

Las mdscaras vistas anteriormente no son las unicas que producen un efecto pasa baja,
pero si son las més extendidas. Cada uno puede disefar su propia mdscara, s6lo hay que seguir

las pautas dadas anteriormente. Las siguientes mdscaras son ejemplos propios:



1712 1712 1/12 1710 0 1/10 1/8 1/8 1/8
1712 4712 1/12 1/10 4/10 1/10 0 28 O

1712 1712 1/12 1710 0 1/10 1/8 1/8 1/8

2.2.4 Filtro de Media

De entre la multitud de mdscaras de filtro pasa baja destaca especialmente la mascara de media,
que es la que efectia el promedio de los valores del entorno. El filtro espacial de media
reemplaza el valor de un pixel por la media de los valores del punto y sus vecinos. Su efecto es
el difuminado o suavizado de la imagen y se aplica junto con el de mediana para eliminar ruidos.

Este filtro lo implementamos con la siguiente méscara para un tamafio 3x3 (figura 2.6) :

1/9 19 1/9
1/9 1/9 1/9
1/9 1/9 1/9

Figura 2.6 Méscara de tamafio 3x3

Normalmente el tamafio de la mdscara se toma en funcién de la cantidad de suavizado
que queramos aplicar en cada momento. La visualizacién del resultado es el dnico medio de

saber si hemos elegido el tamaiio adecuado.

Se puede observar que el efecto final del filtro de la media es un suavizado de la imagen
por reduccion o redistribucion del valor de los pixeles. Este filtro tiene el resultado opuesto a los
de deteccion de bordes, donde el objetivo de los filtros es acentuar las diferencias, por esta razén
el filtro de la media es un filtro pasa baja. También hay que notar que este filtro no modifica la
imagen en las zonas donde el valor de los pixeles son los mismos, en oposicion a los detectores

de bordes que ponen estas regiones a cero.

En resumen, la media, como el resto de los filtros de suavizado, suaviza los contornos y

otros detalles de forma de los objetos aparezcan menos definidos.

Realce



El objetivo principal del realce es el de destacar los detalles finos de una imagen o
intensificar detalles que han sido difuminados, bien sea por error o bien por efecto natural del

método de adquisicion de la imagen. El realce de una imagen aumentard su contraste.

Para la implementacién del realce se utilizan, lo mismo que para el suavizado, técnicas
basadas en la aplicacién de filtros. El realce de una imagen se basa en el filtro pasa alta. Un
filtro pasa alta eliminard los componentes bajos de frecuencia (como el medio de la imagen) y

mostrara solo los detalles altos.

Por lo general, la mascara de convolucion usada cominmente en el realce, es decir, la
madscara de filtro pasa alta, tiene un coeficiente positivo en su centro y coeficientes sobre todo

negativos alrededor del borde externo.

2.2.5 Filtros Pasa Altas

Para implementar un filtro pasa alta, es decir permitir pasar las componentes de altas
frecuencias y diluir las de baja frecuencia, es necesario que el filtro posea coeficientes negativos
en la periferia y positivos en el centro. Asi, cuando la médscara se encuentra sobre una zona
uniforme, la salida proporcionada por la mascara serd 0 o proxima a dicho valor. Normalmente,
este tipo de filtro elimina también el término de frecuencia O con lo que la imagen resultante
debera tener valores de intensidad negativos. Como s6lo estamos considerando niveles positivos
de gris, los resultados del filtrado pasa alta necesariamente implican alguna forma de
desplazamiento o cambio de escala para que al final los niveles de gris queden dentro del rango.

Las mascaras pasa altas de tamafio 3x3 mds utilizadas se muestran en la figura 2.7.

1 21 -1 -1 -1 0 -1 O

Pasa Alta 1 Pasa Alta 2 Pasa Alta 3

Figura 2.7 Pasa Altal, Pasa Alta 2, Pasa Alta3.



En estas mascaras, llamadas propiamente pasa alta, hay que destacar que la suma de los
coeficientes es cero. Asi cuando la méscara estd sobre una zona de la imagen de poco contraste o
pequefia variacion del nivel de gris, la salida de la méscara es cero o muy pequeia. Esto se
traduce en que zonas uniformes con distintos niveles de gris son pasadas a un mismo nivel (el
cero), con lo que perdemos informacién de la imagen. Ademads, eliminar los términos de baja
frecuencia produce una disminucién de la media de los niveles de gris, reduciendo

significativamente el contraste global de la imagen.

2.2.6 Deteccion de bordes

Uno de los mds importantes y sencillos procesados es la deteccion de bordes. Importante porque
de él se puede empezar a extraer importante informacion de la imagen, como pueden ser las
formas de los objetos que la componen, y sencillo porque los operadores de detecciéon de bordes

son simples mascaras de convolucién.

Dentro de las numerosas aplicaciones para la deteccion de bordes, las artistas digitales lo
usan para crear imdgenes con contornos deslumbrantes pues la salida de un detector de bordes
puede ser agregada a una imagen original para realzar los bordes. La deteccién de bordes es a
menudo el primer paso en la segmentacion de imagen, que es un campo del andlisis de la
imagen, y se utiliza para agrupar los pixeles en regiones para determinar una composicion de la
imagen. La deteccion de bordes también es usada en el registro de imagen, el cual alinea dos

imagenes que podrian ser adquiridas en momentos separados y de sensores diferentes.

Los bordes de objetos en una imagen los podemos distinguir por los cambios mds o
menos bruscos de valor entre dos o mds pixeles adyacentes. Podemos realizar una clasificacion

general de los bordes segtin sea su direccion en:

0 Bordes verticales, cuando pixeles conectados verticalmente tienen valores diferentes
respecto de los anteriores o posteriores.
0 Bordes horizontales, cuando tenemos pixeles conectados horizontalmente, y estos tienen

distintos valores respecto de los anteriores o posteriores.



0o Bordes oblicuos, cuando tenemos una combinaciéon de las componentes horizontales y

verticales.

La diferencia entre los valores de los pixeles nos indica lo acentuado del borde, de forma
que a mayores diferencias tenemos bordes mas marcados y a menores tenemos unos bordes

suavizados.

Los filtros utilizados para la deteccién de bordes son filtros diferenciales, que se basan
en la derivacion o diferenciacion. Dado que el promediado de los pixeles de una region tiende a
difuminar o suavizar los detalles y bordes de la imagen, y esta operacion es andloga a la
integracion, es de esperar que la diferenciacion tenga el efecto contrario, el de aumentar la

nitidez de la imagen, resaltando los bordes.

2.2.7 Eliminacion de ruido

Entendemos por ruido en imdgenes digitales cualquier valor de un pixel de una imagen que no
se corresponde exactamente con la realidad. Cuando se adquiere una imagen digital, ésta estd
contaminada por ruido. El ruido se debe, la mayoria de las veces al equipo electrénico utilizado
en la captacion de las imédgenes (ruido de cuantificaciéon de la imagen, efecto de niebla en la
imagen... etc) y al ruido afiadido en los tramos de transmision (posibles interferencias o errores

al transmitir los bits de informacién).

Vamos a distinguir dos clases diferentes de ruido:

» Ruido gaussiano: Se caracteriza por tener un espectro de energia constante para todas las
frecuencias. Cuando se presenta este problema, el valor exacto de cualquier pixel es
diferente cada vez que se captura la misma imagen. Este efecto, suma o resta un
determinado valor al nivel de gris real y es independiente de los valores que toma la
imagen.

»  Ruido impulsivo: Se caracteriza por la apariciéon de pixeles con valores arbitrarios
normalmente detectables porque se diferencian mucho de sus vecinos mds proximos. La

distribucion viene dada por la ecuacion (2.3.4).



0 st r(x,y) <p/2
g(xy) = L-1 si pR2<=rxy)<p (2.3.4)

<> fixy) si r(xy)>=p

donde r(x,y) es un nimero aleatorio con distribucién uniforme en [0,1) y p es la
probabilidad de ocurrencia del ruido aleatorio, es decir, el porcentaje de puntos de la

imagen que se verdn afectados por el ruido impulsivo del total de puntos de la imagen.

El ruido gaussiano tiene un efecto general en toda la imagen, es decir, la intensidad de
cada pixel de la imagen se ve alterada en cierta medida con respecto a la intensidad en la imagen
original. Por el contrario, se observa que el ruido impulsivo tiene un efecto mas extremo sobre
un subconjunto del total de pixeles de la imagen. Un tanto por ciento de los pixeles de la imagen

toma arbitrariamente el valor extremo 0 o 255.

Una forma de eliminar el ruido de una imagen es mediante el suavizado de imdgenes, es
decir, el filtrado pasa baja se emplea no sélo para el suavizado de imagenes, sino también para la
eliminacién de ruido. De hecho, el filtrado pasa baja es una manera efectiva de reducir el ruido
gaussiano en una imagen, mientras que no es tan efectivo con el ruido impulsivo. Como
promediar reduce los valores extremos de la vecindad del pixel, hacer un filtro de media tiende a
reducir el contraste de las imagenes, pues los valores extremos, altos y bajos, son cambiados por
valores medios.

El problema con la utilizacion de filtros pasa baja para eliminar el ruido de imagenes
consiste en que los bordes de los objetos se vuelven borrosos. Los bordes contienen una cantidad
enorme de informacién de una imagen. Filtrando el ruido impulsivo de una imagen, el filtrado
de mediana puede ser una mejor opcion. Los filtros de mediana hacen un mejor trabajo
conservando los bordes. [2]

2.2.8 Filtrado de Mediana

Los filtros de suavizado lineales o filtros pasa baja tienden a "difuminar los ejes" a causa de que
las altas frecuencias de una imagen son atenuadas. La vision humana es muy sensible a esta
informacion de alta frecuencia. La preservacion y el posible realce de este detalle son muy
importantes al filtrar. Cuando el objetivo es mas la reduccion del ruido que el difuminado, el

empleo de los filtros de mediana representan una posibilidad alternativa.



A menudo, las imagenes digitales se corrompen con ruido durante la transmisiéon o en
otras partes del sistema. Esto se ve a menudo en las imagenes convertidas a digital de una senal
de la television. Usando técnicas del filtrado de ruido, el ruido puede ser suprimido y la imagen
corrompida se puede restaurar a un nivel aceptable. En aplicaciones de ingenieria eléctrica, el
ruido se elimina cominmente con un filtro pasa baja. El filtrado pasa baja es satisfactorio para
quitar el ruido gaussiano pero no para el ruido impulsivo. Una imagen corrupta por ruido
impulsivo tiene varios pixeles que tienen intensidades visiblemente incorrectas como 0 o 255.
Hacer un filtrado pasa baja alterardn estas sefales con los valores extremos sobre la vecindad del
pixel. Un método mucho mds eficaz para eliminar el ruido impulsivo es el filtrado de mediana

(figura 2.8).

Ordenados de magor a menor

Figura 2.8 Filtrado de mediana

En el filtrado de mediana, el nivel de gris de cada pixel se reemplaza por la mediana de
los niveles de gris en un entorno de este pixel, en lugar de por la media. Recordar que la mediana
M de un conjunto de valores es tal que la mitad de los valores del conjunto son menores que My
la mitad de los valores mayores que M, es decir en un conjunto ordenado de mayor a menor o

viceversa, seria el valor de la posicion central.

El filtro de la mediana no puede ser calculado con una méscara de convolucién, ya que es
un filtro no lineal. Podemos ver como este tipo de filtro elimina totalmente el punto que tenia un
valor muy diferente al resto de sus vecinos. Como se selecciona el valor de centro, el filtrado de
mediana consiste en forzar que puntos con intensidades muy distintas se asemejen mas a sus
vecinos, por lo que observamos que el filtro de mediana es muy efectivo para eliminar pixeles
cuyo valor es muy diferente del resto de sus vecinos, como por ejemplo eliminando ruido de la
imagen.

2.2.9 Dilatacion / Erosion
El filtrado de minimo y de mdximo es muy similar al filtrado de mediana, junto con éste forman

los filtros de rango. En vez de sustituir el pixel del centro por el valor medio, se utiliza el valor

minimo o méiximo de la ventana. Estos filtros son eficaces en eliminar el ruido impulsivo



extremo. El filtro minimo elimina los puntos blancos (valor 255) mientras que el filtro maximo

elimina los puntos oscuros (valor 0).

Con el filtrado de minimo, un pixel se representa con el pixel mas oscuro de su vecindad,
por lo que la intensidad total de la imagen de salida serd reducida. Este filtro tiende a
"ensanchar" las lineas negras de la imagen, por esta razén también es conocido como filtro de

dilatacion.

Con el filtrado de mdximo se aumenta la intensidad total de la imagen de salida. Este
filtro también es conocido como filtro de erosion, debido a la propiedad que posee de
"adelgazar" lineas. Si nuestra imagen posee lineas negras, al elegir el valor maximo de la
vecindad de cada pixel, los valores mds oscuros serdn sustituidos por valores mds altos con la

consiguiente reduccién de los pixeles cercanos al negro.

2.2.10 Filtrado frecuencial

El filtrado en el dominio frecuencial incluye técnicas que estdn basadas en la modificacion de la
transformada de Fourier de la imagen. Los filtros pasa bajas atentian o eliminan los componentes
de alta frecuencia en el dominio de Fourier, mientras dejan las bajas frecuencias sin alterar (esto
es, éste tipo de filtros dejan "pasar" las frecuencias bajas). Las altas frecuencias son
caracteristicas de bordes, curvas y otros detalles en la imagen, asi el efecto de un filtro pasa baja
es el de difuminar la imagen. De igual forma, los filtros pasa alta, atentian o eliminan las bajas
frecuencias. Estas son las responsables de las pequefias variaciones de las caracteristicas de una
imagen, tal como pueden ser el contraste global y la intensidad media. El resultado final de un
filtro pasa alta es la reduccion de estas caracteristicas, y la correspondiente aparicion de bordes y

otros detalles de curvas y objetos.

En la prictica, las pequefias mascaras espaciales son mucho mdis empleadas que las
transformadas de Fourier debido a su facilidad de implementacién y a su velocidad de operacion.
Sin embargo, es esencial la comprension de los conceptos en el dominio frecuencial para

solucionar los problemas que no se pueden resolver con técnicas espaciales.



2.2.11 Visualizacion del espectro

Hay que superar algunas dificultades al mostrar el espectro de frecuencia de una imagen. La
primera surge debido al amplio rango dindmico de los datos resultantes de la transformada
discreta de Fourier. En la imagen original el valor de un pixel serd un nimero entero entre
(0,255), representando el grado de intensidad, pero en la imagen que representa el espectro de
Fourier los valores de los pixeles son nimeros en punto flotante y no estan limitado a los valores
de (0,255). Estos datos deben ser escalados de nuevo para transformarlos en un formato visible,
de forma que no exceda la capacidad del dispositivo de visualizaciéon. Una cuantizacion lineal
simple no proporciona siempre los mejores resultados, pues muchas veces se pierden los puntos
de baja amplitud. El término cero de la frecuencia es generalmente el componente simple més
grande, es también el punto menos interesante al examinar el espectro de la imagen. Una
solucién comin a este problema es representar el logaritmo del espectro mejor que el espectro
por si mismo. La funcién que se aplica a la imagen del espectro para su representacion es una
Juncion de compresion de rango dindmico. La expresion matematica (2.3.5) genérica de esta

transformacion para el caso de rangos muy grandes es:

D(u,v)= c log(1+|H(u,v)! ) (2.3.5)

donde |H(u,v)| es 1a magnitud de los datos a mostrar en frecuencia y ¢ es una constante de escala

que en el caso de una imagen con rango R toma el valor de la ecuacion 2.3.6:

¢ =255 /log(1+IRl) (2.3.6)

La suma de 1 asegura que el valor O del pixel no consigue pasar por la funcién del

logaritmo.

Desde que cientificos e ingenieros se adaptaron al uso del sistema de coordenadas
cartesiano, se prefiere mostrar los espectros de la imagen de esa forma. Un espectro inalterado
de la imagen tendrd el componente cero visualizado en la esquina superior izquierda de la
imagen, la cual corresponde al pixel cero. La forma habitual de mostrar los espectros de la

imagen es cambiando de posicion la imagen tanto horizontalmente como verticalmente,



desplazdndola la mitad de la anchura y la altura de la imagen, de forma que el origen de
coordenadas se encuentre en el centro de la imagen. Todos los espectros que se muestran en las
aplicaciones se exhiben de esta manera convencional. Este formato es conocido como ordenado

(en oposicion con desordenado).
2.2.12 Filtro ideal

Los bordes y otras transiciones bruscas (como el ruido) en los niveles de gris de una imagen
contribuyen significativamente al contenido en latas frecuencias de su trasformada de Fourier.
Por tanto el difuminado se consigue, en el dominio de la frecuencia, a base de atenuar un rango
especifico de componente de alta frecuencia en la transformada de una imagen dada; esta

caracteristica es proporcionada por los filtros pasas bajas.

Un filtro ideal pasa bajas bidimensional es aquel cuya funcién de transferencia verifica

la siguiente relacién 2.3.7:

0 siD(uv)<=D, (2.3.7)

H(uyv) =
1 siD(uyv)> D,

donde D, es una cantidad especificada no negativa (frecuencia de corte) y D(u,v) es la distancia
desde el punto (u,v) ( ecuacién 2.3.8), al origen de coordenadas del plano de frecuencias, es

decir:
D(u,v) = (1’ +1*)"” (2.3.8)

La seccion transversal de un filtro pasa baja viene caracterizada por el punto de
transicioén entre H(u,v)=1 y H(u,v)=0, punto que se denomina frecuencia de corte. El brusco
corte de frecuencias de un filtro de pasa baja ideal no se puede realizar a base de componentes

electrénicas, aunque ciertamente puede ser simulado en una computadora.

Debido a que los bordes y demds cambios bruscos de los niveles de gris estdn

relacionados con las componentes de alta frecuencia, puede lograrse el realce de la imagen en el



dominio de la frecuencia mediante un procedimiento de filtrado pasa alta, que atenda las
componentes de baja frecuencia sin modificar la informacion de la transformada de Fourier

contenida en las componentes de alta frecuencia.

Un filtro ideal pasa alta bidimensional es aquel cuya funcién de transferencia verifica la

relacién (2.3.9):

0 siD(u,v)>= D, (2.3.9)
H(uyv) =

1 si D(u,v) < Dy

donde D, es una cantidad especificada no negativa (frecuencia de corte) y D(u,v) es la distancia

desde el punto (u,v) al origen de coordenadas del plano de frecuencias.

Al igual que en el caso del filtro ideal de pasa baja, el filtro ideal pasa alta no es

fisicamente realizable.

El filtro ideal se caracterizaba porque presentaba una gran discontinuidad que establecia
un corte claro entre las frecuencias transmitidas y las filtradas. Evidentemente dicha situacion es
la ideal. Un filtro que se corresponde mas con la realidad es el no ideal y dentro de éstos el
denominado de Butterworth. Dicho filtro se va a caracterizar por la desapariciéon de la
discontinuidad brusca que separa las frecuencias permitidas y las no permitidas y que se

convertird en una funcién en donde los cambios se producen sin brusquedad.

El filtro de Butterworth pasa baja de orden n y con una frecuencia de corte D, viene

dado por la siguiente funcién (2.3.10 ) de transferencia.

(2.3.10)

Hiuv) =

1
14 |: D(u,v%ﬂ}h

Cuanto mayor es n (orden del filtro) més se parece al ideal (el cambio es més brusco).
Los valores que toma el filtro en las regiones de pasa banda y eliminada siguen siendo 1 y 0,

respectivamente, mientras que las regiones entre ambas quedan atenuadas. En la frecuencia de



corte, el valor de la respuesta de frecuencia es 0.5, ésta es la definicion de la frecuencia de corte

usada en disefio del filtro.

El filtro de Butterworth pasa alta de orden n y con una frecuencia de corte D, viene

dado por la funcién (2.3.12.5) de transferencia:

2.3.11
Hiuyv)= ( )

1
1+[%m,vﬂh

Cuanto mayor es n (orden del filtro) més se parece al ideal (el cambio es més brusco).
Los valores que toma el filtro en las regiones de pasa banda y eliminada siguen siendo 1y 0,
respectivamente, mientras que las regiones entre ambas quedan atenuadas. En la frecuencia de
corte, el valor de la respuesta de frecuencia es 0.5, ésta es la definicion de la frecuencia de corte

usada en diseqo del filtro. [4]

2.3 Encriptacion de imagenes Digitales

La encriptacion consiste en enredar un mensaje con una formula matemaética irremediablemente
complicada, volviéndolo ilegible a cualquiera, salvo las personas que tengan la clave secreta
para decodificar el mensaje.

Para enviar un mensaje encriptado, el remitente debe conocer la clave publica del
destinatario. Una vez que se encripta el mensaje, s6lo el destinatario puede decodificarlo con su
clave privada. Es algo asi como una béveda publica con las llaves colgadas cerca de la puerta.
Cualquiera puede pasar por ahi, dejar un paquete en la boveda y cerrarla, pero s6lo podra ser
abierta por la persona que tenga la clave privada.

La criptologia se encarga del estudio y prictica de los diferentes sistemas de cifrado o
encriptacion, destinados a ocultar el contenido de los mensajes, y de los sistemas de descifrado o

"desencriptacion", destinados a descubrir el contenido de los mismos.

2.3.1 Criptografia y criptoanalisis
Estrechamente ligado a la criptografia estd el criptoandlisis, que es la técnica de
desencriptar o descifrar los textos cifrados (criptogramas). Estariamos hablando de los métodos

con los que cuentan esas terceras personas que no deseamos que accedan a nuestro mensaje, para



descifrar el contenido del mismo. Y, por lo tanto, los métodos de encriptacion, lo que intentardn
es ponérselo lo mds dificil posible a estas personas, los criptoanalistas.

En la actualidad las técnicas de encriptacién emplean operaciones matemadticas complejas
para lograr que el intercambio de informacién en una red insegura por definicién, como es

Internet, intranet entre otros, sea cada vez mas segura.

La criptografia ha evolucionado y gracias a la aparicion de los ordenadores, el avance en

las mateméticas y a las nuevas necesidades de seguridad, se hizo digital.

2.4 Aspectos que definen una comunicacion segura a través de Internet

Autenticidad, la seguridad de que los que intervienen en el proceso son quienes dicen ser;

Confidencialidad, la seguridad de que los datos del mensaje permanecen ocultos a terceros

durante la transmisién;

Integridad, la seguridad de que los datos no sufren manipulacién durante su viaje; y el no
repudio, la persona que envia el mensaje, una vez enviado, no puede negar haber sido su autor.

De este modo surgen nuevos sistemas criptograficos, mds complejos, que se han clasificado
en dos tipos: los de clave o llave simétrica y los de clave o llave asimétrica.

» Criptografia simétrica de clave secreta

Se basa en que emplea la misma clave para encriptar que para desencriptar, y entonces se habla
de algoritmo de cifrado simétrico. La clave debe ser conocida tanto por el emisor como el
receptor del mensaje y ambos deben mantenerla en estricto secreto, ya que si se conoce

peligraria el contenido del mensaje.

Este sistema no es el mds seguro, ya que su longitud de clave es de 56 bits. Cuanto mayor
sea la clave mds seguridad proporcionara. Por este motivo, este sistema se considera actualmente
poco practico.

Ventajas: Estos sistemas, pese a no ser del todo seguros, cuentan con la ventaja de la

simplicidad y la rapidez.



Desventajas: Los sistemas de cifrado simétrico cuentan con desventajas como son la
distribucion de las claves y la dificultad de almacenar y proteger muchas claves diferentes.
> Criptografia asimétrica o de llave publica
La criptografia de clave o llave publica se basa en que emplea dos llaves diferentes: una para el
cifrado (clave publica) y otra para el descifrado (clave privada). La clave publica estd a
disposicion de todo el mundo en Internet y la privada sélo la conoce su propietario. Estas llaves

son una secuencia bastante compleja de caracteres y de nimeros.

Con este sistema, para enviar un mensaje con seguridad, lo que hace el emisor es
encriptarlo con la clave publica del receptor y lo envia. El documento viajard seguro por la Red,

ya que sOlo se puede descifrar con la clave privada que sélo conoce el receptor.

Otra utilidad de este sistema es que proporciona autentificacion para mensajes. La clave privada
del remitente puede emplearse para encriptar un mensaje firmandolo. Entonces se genera una
firma digital, que el destinatario o cualquier otra persona puede comprobar al descifrarla con la
clave publica del remitente. Asi se demuestra el origen del mensaje y que no ha sido alterado por
nadie. No es posible falsificar un texto firmado. [6]



CAPITULO III

ANALISIS DE LA ENCRIPTACION DE IMAGENES DIGITALES USANDO LA
TRANSFORMADA DE FOURIER Y SU FRACCIONAL

3.1 Introduccion

Con el avance de las telecomunicaciones Opticas, se hace necesario crear sistemas que permitan
proteger la informacién, para tal propodsito, los sistemas Opticos combinados con técnicas
criptograficas son buena alternativa. Con el surgimiento de la trasformada fraccional de Fourier

empleado se adiciona un alto de complejidad al sistema encriptado- decriptado.

Durante la década pasada, diversos sistemas de encriptacion de imagenes Optico-digitales han
sido propuestos. Entre ellos los mds comunes son la codificaciéon de la fase aleatoria en el
dominio de Fourier y mas recientemente en el dominio de la transformada fraccional. Sin
embargo, recientemente notamos que las trasformadas de Fourier fraccidnales pueden dar
diferentes formas de encriptar la informacién bidimensional. La aplicaciéon de métodos para
seguridad constituye una alternativa atractiva por el uso de procedimientos electronicos debido a
la operacion en paralelo y producto espacio ancho de banda alto de los métodos Opticos. Estos
son especialmente utiles para el procesamiento de informacién tales como imdgenes Yy
hologramas. En general, las técnicas de seguridad &ptico-digitales involucran un procesador
optico que encripta, desencripta o autentiza la informacién codificada como una imagen

bidimensional.

3.2 Series de Fourier

La serie de Fourier de f(x) se define por la funcién (3.2.1)

f(x)= 9o Z cos—+bS e (3.2.1)

donde las a y b son llamados coeficientes de Fourier
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Se tiene que la funcién 3.2.2.

(3.2.2)

Donde N=50

3.3 Trasformada Discreta de Fourier

Transformada de una funcion rectangular. La funciéon cuadrada de dos dimensiones se define

como: l,si—a<x<a
O’ p Orotralm,.m
b
flx,y)=¢168d

6



La cual se muestra en la en la grafica de la figura 3.1 a

De la ecuacién 2.17 se calcula la transformada de Fourier la cual esta dada por:

51 ﬁj e—iZTl(x)\+yr])dxdy
f(A s ﬂ)a= -b

Integrando resulta que:

a b
f<)\— M )= J' efiZHx}xdx f efiZHyndy
—a -b
Resolviendo la integral se obtiene la siguiente funcion:

F(A.n)=4Asinc "—;‘)b

asinc

Tal que A=a,b, donde Aes una constante proporcional.

Su intensidad es I(A ,n )=¢ (A ,n )d *(A ,n)
kA

f

Obteniendo la transformada de Fourier de la funcién cuadrada figura a obtenemos la siguiente

_ 16A%sinc’ L2t 2 b

asinc

funcién representada en la figura b.

Utilizando la funcién cuadrética en el programa de Mathcad obtenemos el siguiente programa
para obtener la imagen digital.



cuadro(N,M,exl,ex2,a,b) ;= |b « b

a < a

exl « exl

ex2 « ex2

N < N

M~-M

for i00.N-1
for jOO.M -1

J

X, <« exl+ [(lex2—ex])

J N-1

X - exl+ ! [(ex2—ex])

E .- |1 if(—anjSa) D(—besb)

1

0 otherwise

O 0-
By oaf Q‘TELJUZHH

i

F « scale(F,0,255

El resultado de la corrida del programa se obtiene la siguiente funcién cuadro en la imagen

siguiente:

auado  (64,64,-32,31,5,5)
Figura 3.1 Cuadro obtenido en Mathcad

Utilizando la transformada Discreta de Fourier en Mathcad tenemos lo siguiente:
m:=0.M-1
n:=0.N-1



B\T—l M-1 E —1[2T[|]1m|:-l—+n : ':HH
X =0 E |@ O N1 M-l
n,m’° Bﬂz,l

=0 1=0 [

gooooooo-

— 2

S"‘“’%*( X, ] [‘
:=scale(S,0,255

R :=center(S)

O
R :=Re(R)

Después de utilizar la ecuacién matemadtica se obtiene la siguiente figura 3.2.

Figura 3.2 Figura obtenida mediante Fourier

Ser pueden observar los resultados obtenidos en las figuras 3.1 y 3.2 que cambios se realizan de
una imagen geométrica simple a transformarla a través de la Transformada de Fourier.

Se observan distintas formas de funciones en imdgenes geométricas utilizando la transformada
Discreta de Fourier, verificindose mediante corridas en programa Mathcad utilizdndose
funciones y observandose dichos cambios en las imagenes digitales:

Triangulo bidimensional

z:=0.N-1 1:=0.M -1
b:=1 a.=-1

X =a+

b-a =b—-—[b—-a
g N_]m )Y o)

Ez,l =

%]_(P‘zl)[zf(j _|y1|)2E if (|XZ|) =1 D|y1| =1

0 otterwise (3.3.1)




LI L —s
F, | =log I:1+ @rE ]|)2§

z,

Figura 3.3 Triangulo bidimensional y su grafica obtenidas mediante Mathcad.

TDF Triangulo bidimensional de la funcién (3.3.2)

fN-1 M-1 —i[2n[ﬂ£nEl—1+nE!—1%

L N- M-
Xn,m'_E¥ Ez,l)lE A
[2=0 1=0 0

goo0ooodos
o ,_L::EL . {|§77|/\2‘:|

R :=center(S)

U -
R :=Re(R)

(3.3.2)



Figura 3.4 Triangulo bidimensional y su grafica obtenidas mediante Mathcad. Mediante la

transformada discreta de Fourirer.

e Semicirculo bidimensional Funcién (3.3.3))

a:=-32 b:=31
z:=0.N-1
X, :a+N_ [(b —a) yl:b—M—_mb—a)

E =11 if §<§tan —IHELY@
> 00 0w 0
%< Xz2+(y1)2<%

0 otherwise (3.3.3)

0 0-
F_ .2=logﬁ + E’ﬁE .|\2E

F ;
Figura 3.5 Semicirculo bidimensional y su grafica obtenidas mediante Mathcad.

TDF Semicirculo bidimensional (de la funcién (3.3.4))



=0 1=0 O
(3.34)

gooo0oons
el A nenzEl
> i=scale(d,u, 2d))
0
R :=center(S) R :=Re(R)

E =3

Figura 3.6 Semicirculo bidimensional y su grafica obtenidas mediante Mathcad. Mediante la

transformada discreta de Fourirer.

34 Transformada de Fourier

Se tiene que la transformada de Fourier (3.4.1) es: F(u V=3 {f (x, y)l

Y que F(u,v)=_f _[ f(x,y)ei2mx”+w}dxdy

donde e =cos(x)+isen(x)
(3.4.1)

Es una descomposicién de la imagen en estructuras periddicas. La variables uy v se
llaman frecuencias absolutas. También se pueden utilizar las variables w1 =2TTu y w2 =

21y, que se llaman frecuencias angulares.

Su magnitud se llama espectro de Fourier: |F(u, v)|=\/R2( u, v)+12( u,v) , S€ muestra en



la fig.3.4.1

Fu,v)

g

> U

Fig 3.7. Espectro de Fourier F(u,v)

1
El dngulo de fase : O(u,v)=arctan g %
Se tiene u = 0,12,..,M-1, v = 012,..,N-1 donde
—omi %JF%

| MoINod
F(u,v)=mz Z f(m,n)e
m=0 n=0

Utilizando la funcién de la ecuacion Mathcad se obtienen los siguientes resultados de la

imagen discreta de Lena (Fig. 3.8 ):

Figura 3.8. Imagen Lena Grafica Lena

Si le aplicamos la transformacién de Fourier (fig. 3.9.) obtendremos la imagen junto con

su grafica .

R R

Figura 3.9 Transformada Fourier Lena Grafica Transformada de Fourier Lena



3.5 Transformada Inversa de Fourier

Se tiene la Transformada Inversa de Fourier f(x,y)= fiow fo_ooo F(u,v) ™™ dudy

La Interpretacion de la Transformada de Fourier, nos da los coeficientes de ponderacion en las
diferentes frecuencias de las funciones exponenciales complejas (patrones sinusoidales) que nos

conducen al valor de la funcién f{x,y) como limite de estas sumas ponderadas.

um vn

20i| —+—

M—-1 N—-1
Se tiene m =0,1,2,...,M-1, n=0,1,2,...,.N-1donde f(m, n)= Z Z Fu,v
1=0 v=0

R

Se obtiene la sig. Figura 3.9 :

Imagen de Lena

Figura 3.10 Transformada Inversa de Fourier.

Se verifica que a través de la inversa de Fourier para poder realizar el desencriptado de la
imagen obtenida de la transformada de Fourier se realiza en tres pasos mediante funciones
matematicas, en ese caso su Inversa de Fourier, dando como resultado la obtencién de la imagen

inicial, de la figura 3.8.

3.6  Propiedad del escalamiento de Fourier



u
Se tiene la siguiente funciéss {f lax, byH‘= Tab| F g

De la imagen M se calcula su escalamiento de Fourier cual se obtiene programando en

mathcad la imagen digital R:

Imagen M Imagen R

Figura 3.11 Propiedad de escalamiento de Fourier.

3.7  Serie Hermitegauss 2D

Analizando  Gauss-Hermite se tiene la  siguiente ecuacion (3.7.1):

-2s n!lJ12X.
v m‘[{]Z@'.)m U(' i
_ S i H;:= ¥< D' B————
Hi= F DB il =201
s =0

(3.7.1)
Donde se verifica en el programa de Mathcad profesional la ecuacion anterior:
N:=100 b:=1
ii=0.M-1 j==0.N-1

X.:=a+ jF—— Y, —b—1EI—
J N-1 -1



= =0
q. > p-
2 -2
- ém T aE oL
‘ T =y
r=0
her. .:=H.H
L] ]
A :=scale(her,0,255
her A

Figura 3.12 Serie Hermitegauss 2D A.

0 (y) 0 0 ()0
1 ; 1 ]
- 5026 0 - z020 0

B :=scale(gaus, 0,255



gaus B

Figura 3.13 Serie Hermitegauss 2D B.

“1,) < 1,] 1,]

C:=scale(gh,0,259

gh

Figura 3.14 Serie Hermitegauss 2D C.

En las firuas 3.12 , 3.13 y 3.14 se muestra como es aplicable las series de hermitegauss 2D

y la diferencia en los cambios en la figura digital.

3.8 Analisis de la transformada Fraccional de Fourier



Proponemos un algoritmo de encriptacién de imdgenes basado en la trasformada de Fourier
fraccional. Sé encripta y desencripta la imagen de entrada mediante la ejecucion de la
trasformada de Fourier multifraccional en dos pasos. Se presentan los resultados de simulaciones
numéricas para verificar el algoritmo, asi como la implementacién de un sistema Optico digital

para llevar a cabo la transformacién

Esta es una generalizacion de la trasformada de Fourier ordinaria con un pardmetro de orden a.

. . . s . xa
Mateméticamente, la transformada de Fourier fraccional de orden a-ésimo o denotada por ~°

. 2z . .z . . . ~
es la potencia a-ésima de la operacién transformada de Fourier ordinaria ~ .

Asi que la trasformada de Fourier a-ésima de una funcién f(x, y) es igual a 3¢ [f(x, y)] o

simplemente 3¢ {f} (funcién 3.8.1). Sia =1, 3 {f} es la trasformada clasica definida como:

+00 + 00

(Slf)(x',y’)=f _[ f(x,y)*i,exp{—iZH(x'x+y'y)/sz}dxdy.

I8

(3.8.1)

La transformada de Fourier fraccional ha sido empleada exitosamente en el estudio de sistemas
opticos, como Optica de Fourier, con aplicaciones al procesamiento de informacion Optica,

permitiendo una formulacion en esta drea en forma mucho mds general.

Uno de los postulados para operar con la FRT es el siguiente (funcién 3.8.2):

Sbf}=3a:§hf=:§bsaf=:§u+bf (382)
3.8.1 Transformada Fraccional de Fourier

Convencionalmente el ath el orden de la FRT de f,(X.) de una funcion fy(x) es calculada usando

el kernel de la transformada de integracién, ecuacién 3.8.3:



A@exp {jH(xz cot p—2 xxa+xicot o),

O(x—x,),
O(x—x,),
6 0<|al<2,
K, (x,x,)=06008 a=0,
6 a=%2, (3.8.3)

Donde A@ =exp[-jTt sgn(sin@ )/4+j@ /2] y @ =arm /2

y X, X, representan el sistema de coordenadas para la contribuciéon denominado orden cero y
salida ath denominada fraccional, respectivamente. La FRT es lineal y tiene la propiedad que

aditivamente indexa

Fo{Fo{f(x)} }=tarn {f(x)}

Es posible extender la definiciéon de la FRT en orden + 2

F.{f(x)}= fu{f(x)} Un=integer

3.8.2 Transformada Discreta Fraccional de Fourier

Esta definido por la simplificacion del kernel del FRT, en un algoritmo calculando la definicién

de la DFRT.

La 2D DFRT esta definida como:

FPx,Py(rnxA pxamypy) = FPxPy{fO,O(le Xo, lyA yO)}( mxA pxamypy)



=A PxAPyA XolA Yo

pxr‘[
jHCOt(T)

Fooll Axg, L Ay,)exp

X
X

(1,Ax,) +(m Ax, )2]—j2nlxmx}

p,I

JIcot (

xexp )[(z Ax+(m, Ay, )

y y

(3.8.4)

donde fyo(LA xo, A yo) es la funcién discreta con la trasformada, y 1, 1, tienen el siguiente

rango:

2 2 2 72 (3.8.5)



Ax, y Ay, los intervalos estin simplificando la direcciéon de la funcién de x y y

respectivamente, A Xp , A yp, estdn simplificando los valores de la FRT que estan definidos en

la ecuacion 3.8.7

La representacion puede verse retribuida para el pth de la FRT usando la inversa de la siguiente

relacion:
fO,O(nxA Xo, nyA }’0)= FPx,Py{fP)(,Py(Irl)(A pr ,myA ypy )}( nxA Xo, nyA y0)

ZIA'PXIA'P)/A xpx A ypy

Foolm, AXPX’ myAypy) exp

. pr . nxmx
—]ncot(T){(nxmo)%(mxmp\)ﬂ]zn v t

_ ‘2Hl’lym
JEETN

y

X exp

. P11
jicot(=5=)|(n, Ax, ) +(m, Ay,

y

(3.8.6)

para la teoria de la sefial digital podemos determinar el siguiente criterio:



sin

Ax =———- Ax =———
P N _Ax P, NyAy0 G5

Usando el modelo discreto de la FRT la correlacion de propiedades se definen como:

Nv N,
b g .
Z, [F 00 Axg, L, 8yg) Foo (14K, ) Axy, (1, +k,) Ay lexp j2meot (=) Lk, (Ax, )
ly=7 2« lx=7_12vx
. Py Py
p,m Jsin (=)l sin(——)|
xexp| j2Icot (— )lxkx(Axo)z _ : 2
N Ax, N Ax;
. y
: o _.p,o
S LAY R PN
N‘_ N\_
55 k,m k m
x 2 > £, , (m Ax, ;m Ay, )Pexp! j2mmcot| 2 |l exp | j2m cot| = }]
_Ny =__Nx o ! J y y

(3.8.8)



CAPITULO 1V

ALGORITMO DE LA ENCRIPTACION DE IMAGENES USANDO LA
TRANSFORMADA DE FOURIER Y SU FRACCIONAL

4.1 Introduccién

La transformada discreta de Fourier es de computo intensivo requiriendo multiplicaciones
N2 complejas para un conjunto de N elementos. Se agrava este problema al trabajar con datos
bidimensionales, como las imdgenes. Una imagen del tamafio M x M requerird (M2)2 o M4
multiplicaciones complejas. Afortunadamente, se descubri6 que la transformada discreta de
Fourier de longitud N se podria reescribir como la suma de dos transformadas de Fourier de
longitud N/2. Este concepto se puede aplicar recurrentemente al conjunto de datos hasta que se
reduce a transformadas de solamente dos puntos.

Esta técnica de division y conquista se conoce como la transformada rapida de Fourier
(FFT), que reduce el nimero de multiplicaciones complejas de N, al orden N log, N. Estos
ahorros son especialmente substanciales en el procesado de imagen. La FFT es separable, lo que
incluso vuelve las transformadas de Fourier mds f4ciles de hacer. Debido a la separabilidad,
podemos reducir la operacion de FFT de una operacién bidimensional a dos operaciones
unidimensionales. Primero procesamos la FFT de las filas de una imagen y en seguida seguimos
con la FFT de las columnas. Para una imagen del tamafio M x N, esto requiere N + M FFTs para
ser computadas. Del orden de NM log, NM computos son requeridos para transformar nuestra
imagen.

Se debe recordar que la FFT no es una transformada diferente de la DFT, pero si una
familia de algoritmos mds eficientes para lograr la transformada de datos. Generalmente cuando
uno acelera un algoritmo, esta aceleraciéon viene con un coste, con la FFT, el coste es
complejidad. Hay complejidad en la ejecucion de la contabilidad y del algoritmo. Los ahorros de
cOmputo, sin embargo, no se realizan a expensas de la exactitud.

4.2  Algoritmo de la transformada de Fourier
Se muestran los métodos para realizar la transformada Fourier a través de imagenes

bidimensionales



Inicio de la tranformada de Fourier

Extraccion de los pixeles de la imagen a la cual se le hard la FFT
PixelGrabber grabber PixelGrabber(imagen,0,0,N,N,pix_origen,0,N)
Verifica que grabber.grabPixels()

« 9

Si no es correcto imprima
h=0;
para t=0 sea t<N y t>incrementa
para u=0 sea u<N u->incrementa
matriz_real[t][u]= pix_origen[h]
matriz_imaginario[t][u]=0
h=2incrementa;
Escalamos los pixeles obtenidos,para que tengan un rango entre 0y 255. Asi nos aseguramos que no se
produzca desbordamiento al aplicar el procesado.
matriz_real=escalar(matriz_real)
Procesado de la FFT de los pixeles extraidos y escalados.
Primera pasada por la FFT(filas)
Para j=0 sea j<N j2incrementa //el indice j son las filas
Sacamos de una en una las filas de la matriz de pixelesy las desplazamos N/2.
In_reall]
In_imaginariof ]
para =0 sea i<N i 2>incrementa In_real[i]=(matriz_real[j][i]*cos(PI*i))+
(matriz_imaginario[j][i]*sin(PI*i))
In_imaginario[i]=(matriz_real[j][i]*sin(PI*i))+(matriz_imaginario[j][i]*cos(PI*i))
/
Comienzo de la inversion de bits
Out_real[]
Out_imaginariof |
para k=0, khat=0 sea k<N k->incrementa) {
Out_real[khat]=In_real[k]
Out_imaginario[khat]=In_imaginario[k]
para (bit=N/2 sea (khat & bit)!=0 se tien bit >>=1)
khat "= bit;
khat "= bit;

fin de la inversion



calculo de la fft de la fila j de la matriz de pixeles
para n=2 sea n<=N se tienen <<=1){
w=2%*Pl/n
para m=0 sea m<N se tiene m+=n) {
para x=0 sea x<n/2 se tiene x Dincremeta) {
y_real=0ut_real[m+x]
y_imaginario=0ut_imaginario[m+x];
z_real=numeroreal_real[m+x+n/2] * cos(x*w)+
numero_imaginario[m+x+n/2 [ *sin(x*w)
z_imaginario=-(Qut_real[m+x+n/2]) * sin(x*w)+
Out_imaginario[m+x+n/2 [*cos(x*w)
Out_real[m+x]=(y_real+z_real)/2
Out_imaginario[m+x]=(y_imaginario+z_imaginario)/2
Out_real[m+x+n/2]=(y_real-z_real)/2
Out_imaginario[m+x+n/2 |=(y_imaginario-z_imaginario)/2;
metemos el resultado de la FFT de la fila en su fila correspondiente en la matriz
para r=0 sea r<N rincrementa){
matriz_real[j][r]=0ut_real[r];

matriz_imaginario[j][r]=0ut_imaginario[r]

Segunda pasada por la FFT(columnas)
para j=0 sea j<N j->incrementa){//el indice j son las columnas
Sacamos de una en una las columnas de la matriz de pixeles y las desplazamos N/2.
para i=0 sea i<N i2){
In_real[i]=(matriz_real[i][j]*cos(PI*i))+(matriz_imaginario[i][j] *sin(PI*i))

In_imaginario[i]=(-matriz_real[i][j]*sin(PI*i))+(matriz_imaginario[i][j]*cos(PI*i));

Comienzo de la inversion de bits
para k=0, khat=0 sea k<N k>incrementa)
Out_real[khat]=In_real[k];
Out_imaginario[khat]=In_imaginario[k];
para bit=N/2 sea (khat & bit)!=0 se tiene bit >>=1)
khat "= bit;
khat "= bit;



fin de la inversion

calculo de la fft de la columna j de la matriz de pixeles
para n=2 sea n<=N se tiene n <<= 1)
w=2*Pl/n;
para m=0 sea m<N se tiene m+=n)
para x=0 sea x<n/2 x-incrementa)
y_real=0ut_real[m+x];
y_imaginario=0ut_imaginario[m+x]
z_real=0ut_real[m+x+n/2] * cos(x*w)+
Out_imaginario[m+x+n/2 [* StrictMath.sin(x*w);
z_imaginario=-(Qut_real[m+x+n/2]) * sin(x*w)+
Out_imaginario[m+x+n/2 [* StrictMath.cos(x*w);
Out_real[m+x]=(y_real+z_real)/2;
Out_imaginario[m+x]=(y_imaginario+z_imaginario)/2
Out_real[m+x+n/2]=(y_real-z_real)/2

Out_imaginario[m+x+n/2 |=(y_imaginario-z_imaginario)/2

metemos el resultado de la FFT de la columna en su columna correspondiente en la matriz
para r=0 sea r<N r—incrementa){
matriz_real[r][j]=0ut_real[r]

matriz_imaginario[r][j]=0Out_imaginario[r]

fin de la segunda pasada

Hacemos el modulo y la fase de la FFT
para g=0 sea g<N gincrementa)
para f=0 sea f<N f2incrementa){
El método atan2 devuelve valores entre -pi y pi, con lo que hay que sumarle pi a los valores que se sitiian en
el tercer y 4° cuadrante cuadrante hay que sumarle 2*pi para tener los valores absolutos de la fase
matriz_fase[ g][f]=atan2(matriz_imaginario[ g][f], matriz_real[g][f]);
si (matriz_fase[g][f]<0)
matriz_fase[g][f]=matriz_fase[g][f]+(2*PI)
dividimos por el log de 10,para conseguir el logaritmo en base 10,ya que el método log nos hace el
logaritmo natural (base e)

matriz_modulo[gJ[f]=log(1+100%*raiz_cuadrada(pow(matriz_real[g][f],2)+



pow(matriz_imaginario[g][f],2)))/log(10)
metemos los pixeles de la matriz modulo y la matriz fase en la imagen modulo y fase respectivamente
para d=0 sea d<N d=>incrementa)
para p=0 sea p<N p2incrementa)
pix_destinol [h]=matriz_modulo[d][p]
pix_destino2[h]=matriz_fase[d][p]

h=2incrementa;

/
pix_destinol=colorear(pix_destinol )
pix_destino2=colorear(pix_destino2)
MemorylmageSource sourcel= MemorylmageSource(N,N,pix_destinol,0,N)
modulo=createlmage(sourcel )
MemorylmageSource source2= MemorylmageSource(N,N,pix_destino2,0,N)
Jase=createlmage(source2)
este metodo escala los valores del array de entrada para que se correspondan con los colores que mds

abajo se indican

Para t=0 sea t<(N*N) t Dincrementa

minimo=min(minimo,arreglo(t])

para a=0 sea a<(N*N) a2incrementa)
arreglo[a]=arreglo[a]-minimo
maximo=max(maximo,array(a])
para a=0 sea a<(N*N) a2incrementa
//representacion en blanco y negro
Si (RGB==0)
Si (maximo!=0)
array[a]=(maximo-array[a])*255/maximo<<24
sino

arreglofa]=1<<32;

sino si (RGB==1)
representacion desde el negro al rojo pasando por el azul y por el amarillo

Si(maximo!=0){



Si ((arreglo[a]/maximo)<=(1/3))
arreglo[a]=255<<24\(arreglo[a]*255/maximo)< <8I
(arreglo[a]*255/maximo)
Sino
Si ((arreglo[a]/maximo)<=(2/3))
arreglofa]=255<<24\(arreglo[a]*255/maximo)<<16]
255<<81(255-(arreglo[a]*255/maximo))
Sino
arreglofa]=255<<241255<<161(255-
(arreglo[a]*255/maximo))<<8
Sino
arreglofa]=255<<241255<<16;
Sino
Si(maximo!=0)
arreglofa]=255<<24\|(arreglo[a]*255/maximo)<<8I255;
Sino

arreglofa]=255<<241255<<81255;

Retorna arreglo;

}

Este método escala los valores de la matriz de entrada para situarlos en un rango de -128 a 127
Para t=0 sea t<N t2incrementa
Para u=0 sea u<N u->incrementa
minimo=min(minimo,matriz[t][u])
Para a=0 sea a<N a~incrementa
Para b=0 sea b<N bincrementa
matriz[a][b]=matriz[a][b]-minimo
maximo=max(maximo,matrizfa][b])
Para a=0 sea a<N a—>incrementa
Para b=0 sea b<N b—>incrementa
Si (maximo!=0)
matriz[a][b]=(matriz[a][b]*255)/maximo
Sino
matrizfa][b]=255
retorna matriz

Fin del algoritmo de la transformada de Fourier



4.2.1 Resultados

Se comprobé en el laboratorio de imagenes digitales del INAOE utilizando como material: un
lente una pantalla de cristal liquido, dos cdmaras, una computadora y un receptor de la llegada de
las imdgenes, mostrdndose que de forma Odptica, también se observa la digitalizacién de una
imagen dando como resultado su transformada de Fourier mostrdndose en la siguiente Figura

4.1.

Figura 4.1 Representacién Optica para la obtencién de la transformada de Fourier.

Se observa como se refleja la imagen de Lena manddndola desde una PC a un LCD que
proyecta una luz mediante un rayo laser el reflejo, que se manda a través de un lente para
posteriormente sea captado mediante una cdmara CCD y sea capturado en otra computadora,

dandonos como resultado la encriptacion de la imagen digitalizada de Lena.



Posteriormente se realiza la comparacion Optica, para obtener imédgenes de esta misma indole
desarrollando un algoritmo para obtener este mismo resultado para digitalizar imdgenes encriptar

y desencriptar basdndose en el método de la Transformada de Fourier.

El Algoritmo de la Transformada de Fourier es desarrollado y verificado mostrando como

resultado la digitalizacion de la imagen de Lena, obteniendo la encriptacién como se muestra en

la figura 4.2.

Figura 4.2 Lena y su resultado de la Transformada de Fourier.

Mostrandose su inversa de la misma imagen en siguiente figura 4.3:

Figura 4.3 Inversa de la Transformada de Fourier para obtener la imagen original de Lena.



4.3  Algoritmo de encriptacion y desencriptacion de la FRT (Trasformada Fraccional de

Fourier)

En esta seccion se define el proceso de la encriptacion y desencriptacion, la encriptacion es
llevada por dos fases aleatorias y dos operaciones de la FTR de orden arbitrario. En este caso se
aplicara por la FRT de la de la salida de la sefial de la imagen y almacenamiento Unico de de
resultados. Se repite este proceso usando la sefial de la imagen en segunda fase y aplicando la
segunda operacion de la FRT. La desencriptacion es basada en una propiedad de correlacién de

la FRT que deja el recorrido de la recursividad de la imagen.

4.3.1 Encriptacion

Se tiene la siguiente funcioén goo(L,A xo LA yo),esta seial puede ser compleja, conteniendo la
intensidad y la fase de informacién. Por consiguiente puede contener la informacién de dos
imagenes, donde la sefial de intensidad puede representar una imagen y la fase de la sefal puede
modularse una representacién de una segunda imagen.

Cuando encriptamos estos datos usando dos FRT s y dos fases aleatorias en la forma de dos
estadisticas independientes, donde la secuencia exp{® ( LA xo LA yo)} y exp{j® ( LA X

LA yo)}, donde @ (LA xo, LA yo) y ¢ (LA X LA y,) uniformemente distribuido en [0,27T ].

Para encriptar la imagen realizamos lo siguiente, multiplicando la sefial de salida por la
primera fase aleatoria se tiene:
Floo( LA xo LA Xoy)= oo(1A X0 LA Xoy) exp{j@ (LA xo LA Xoy)} 4.3.1)
Aplicando una operacion de la DFRT de orden py en el x-direccion y py en y-direccion

resulta lo siguiente:

fly o (m A, m A, )=F"" g (1, Axo, 1, Ay, exp| jo (1, Ay, 1, Ay,) | (43.2)

. . - 2 .
Tomando la intensidad de la sefal |ﬂp L (m Ax, ;mAx, )| se tiene como
x’ Py x - x

requerimiento de encriptado del dato. El procedimiento del desencriptado requiere que su

intensidad tenga una simple dimension:



pxr'[ pH
) —)

sin ( sin (

»” 2N Ax, 2N Ay,

(4.3.3)

Donde mx y my tienen los siguientes valores de rango
-Neems Ni-1 y Ny<smy< Ny-1 4.3.4)

Podemos obtener su funcién de interpolacion para la funcién fio(l,A X0 LA yo) por cero
rellenando foo(1,A Xo LA Xoy) para que se extienda el rangode l,y I, a:
N, L€ Ne-1 y Ny<L,< Ny-1 (4.3.5)
Incluyendo los ceros para la funcién se evaldan en los rangos:

-N <l s—&—l , N*sl <-N —1

x=lx > 5 T lx x

y (4.3.6)

N, N,
NSl ==l Esl <N -]

Se obtiene la FRT mediante la funcidn:

N,
y

N(

ﬂpx,py(mXZAXPx’myZAX.\ )=4, A Ax oAy Z Z [ floo(l, Axy, [ Ay,)

\ 2 x 2
. p I ) ) I .m, 4.3.7)
xexp| jIcot 5 (1. Ax,) +(m 2Ax, ) } exp{—2jIm—-—
, p,u [,m
xexp| jIcot 2) [(lyAyO)z—k(myZAypy)z} exp|— - yy |

Si tomamos fy (LA xo I,A ye) evaluando a cero en los rangos obtenidos por la ecuacion 4.3.6 se
puede escribir:



N -1 N -1
y X

f, ,(mAx, mAx, )=A, A, Ax,Ay, > 2 LMyl Axy, 1, Ayy)

ly=Ny l)c:N.x
. p)CH 2 2 . lxmx
xexp| jrcot| > (1, Axy)"+(m Ax, ) } exp —2_]1'IN— (4.3.8)
) p, L lm,
xexp| jcot 2) (lyAyO)z—k(myAypy)2 exp —2]11]& ]]
s

Obteniendo los segundos datos encriptados, se puede hacer un proceso similar, tomando y
aplicando la segunda fase aleatoria en una diferente denominada fraccional; se multiplica la

sefial por la por la segunda fase aleatoria se tiene:

F20,0(IXA Xo, lyA y0)=g0’Q(IXA X, lyA }’0) eXp{J(I) (IXA X, lyA Y())} (439 )

y llevando a cabo la operacién de la DFRT de orden gy en la x-direccién y gy en la y-direccion.

Se obtiene:
2, (mAx, om Ax, )= F"" gy (1 A 1 Ay)exp | jo (1, Ax, LAY, )| (43.10)
Una vez capturado la intensidad de la  sefial |ﬂq4\_,qv(mXqux,myqux)|2.

ﬂqx,qy(mxqux»myqux) , se tiene definido e identificado de la siguiente manera

ﬂp p (mxA'pr’ m_yA'pr) usando:

x’ Py

2, ., (mxquX,myqux) =

x’ 1y

N-1 N -1
AprpyAonyO Z Z [ﬂo,o(lexo,lyAyo)
I =N I =N_
/ _qu 2 2 . lxmx
Xxexp| jIicot 5 (lex()) +(mxqux) } exp —2JHNX
) q,1I _Lm,
xexp| jcot 2y (lyAy0)2+(myquv)2 exp _2JH1i7 g
’ y

(4.3.11)



4.3.2 Desencriptacion

Nota que floo(1LA xo, LA yo) y £200(1A X0, LA y) se tiene en ambos se estdn evaluando con cero

y usando la propiedad de correlacion se pueden definir en las siguientes dos funciones:

N,
k-1
2

RHSI(k k)= 2, &

18

b
p 11 p, 1
|sin | |sin }2 | bo b
= > S—Xexp | jIcot — ki(Axo)2 exp| jcot | —= /’cz,(AyO)2
2N Axy 2N Ay, 2]
N-1 N - m km
2 . XX . X y
D S e L e
y y o x
(4.3.12)
N
Ty—ky—l
N,
k-1
2 X
RHS2(k, k)= Z i
b
|sin |—— || |sin | =]
2 I g,
. X 2 2 . y 2 2
= xexp| jImcot|—— |k (Ax,) [exp| o cot kZ(Ay,)
2N Ax; 2N Ay; ’ 2 0
x y
N -1 N -1 m k m
2 . XX . X y
xmv;Nvm’:Z:N |ﬂqx’qy(mx A-quymyA-quﬂ exp ]ZH NX eXp JZH N.V)

(4.3.13)



Nota que:

Poo1 A% )= 1y, (1A%, 1 Ay exp| jy (1 Axy, 1, Ay, (4.3.14)
donde

V(I Ax,, lyAyO)=d)(lexO, lyAyO)—(p(lexo, lyAyO).

(4.3.15)
Introduciendo los variables enteras de h,y hy donde

h=N,-k, O k=N,-hy

h,=N,-k, U ky=N,-h,,

Se puede escribir la ecuaciéon 4.3.12 y 4.3.13 con esta substitucion:

RHSI(N,—h,, N —h )=

(4.3.16)

(4.3.17)
Utilizando la ecuacion 4.13.16 y .13.17 , finalmente juntamos los dos tipo de productos
- N)C N X
— ——h
2 2 *

7

2

ﬂg,o Ax Ayo|foo Ay,

>

O)

Aoy | 2
0’ 2 y



Axo,(Terhy—l

Nx
R

|

ﬂ;},o Ayo | foo ) Ay,

’

-N
+h —1

X
2 X
N, .
Donde h, tomando los rangos a evaluar lshx37+l y similarmente se toma h, evaluado en

N
el rango 1shy37y+1 , examinando los casos (hy=1, h,=1), (hy=1, h,=2), y (h=2, hy=1),

separando y definiendo generalmente la formula de recursividad por otros valores de hy y h,.
Examinando la ecuacién 4.3.16 y tomando (h,=1, hy=1) observamos que:

—N —N

X y

y
— 2
2

N,
2 2

ﬂz,o Ax Ayo | oo 5 Ax Ay,

0’ 0’ ’

X

2

P

J21cot

=RHS1(NX—1,Ny—1)exp

(Nx—l)(AxO)z]

N
>
2

p,u

xexp| j21cot

(N, —=1)[Ay,[

(4.3.18)

Con la ecuacién 4.3.16 similarmente evaluamos los resultados:

—N —N N,
R

x _y v
pr Nx 2
T)( 2 )<Nx—1>(mo) ]

Ax

’

ﬂz,o 0’ Ay [ foo Ay,

2

J2Tcot

=RHS1(N —1,N —1)exp

p,I
2

y

xexp| j2Icot (Nx—l)(AyO)2

exp| jy

N

X

2

—

Ax
2

xexpi—Jjy Ayo ,

0)

(4.3.19)

p II

X

p,1I

. 2 2
a(h,,h)=exp|—jmcot N (N, —h,)|Ax| N, (N,—h )(Ay,|

exp|—jIcot

>

(4.3.20)

II

X

b(h,, h )=exp|—jmcot

(Nx—zhx+2)(Nx—hx)(Axo)21



) p, I 2
xexp|— jIIcot (Ny—2hy+2)(Ny—hy)(AyO) ,
(4.3.21)
h h)= . xr[ h 2 . qu h A 2
c(h,, h)=exp|—jmcot|——|N (N —h) Axo) exp|— jIcot 5 N, (N~ y)( yo) ,
D _Nx _Ny . _Nx - y
xexpi—Jjy T Axo, T Ayo expljy T Axo’ T Ayo i
(4.3.22)
. qxn 2 . qyn
d(h,, h,)=exp|—jcot > (Nx—2hx+2)(Nx—hx)(Ax0) exp|—jIcot ,
x(Nx—zhx+2)(Nx—hx)(Axo)z}exp jy(( 2x+hx—1)Axo,
B Yy . Nx Ny
= 1Ay fexp v |55 Ay, | SE =1 Ay, (4.3.23)

D(h . h)=alh h)d(h h)=b(h h)c(h h).
(4.3.24)

Usando las variables (h,=2, hy=1) en las ecuaciones 4.13.16 y .13.17 obtenemos:

. —Nx —Ny N}C y
oo T Ax, T Ayy | oo 7_2 Ax,, 7_1 Ayl
RHS1(N —2,N —1)d(2,1)~RHS2(N ~2,N —1)b(2,1)
B D(2.1)
(4.3.24)
y
=N, ~N, N, N,
Moo T Ax,, T Ay [fgo 5 2 |Ax, 7_1 Ay,




RHS2(N ~2.N —1)a(2,1)=RHS (N ~2,N —1)c(2,1)

D(2,1)
(4.3.25)
Similarmente tomamos (h,=1, hy=2) en las ecuaciones 4.13.16 y .13.17 obtenemos:
. [[—N, N, N . N,
Too\| =5 | A%, T Ay | Moo T_I)Axo’ 7_2 Ay,
_RHS1(Nx—1,Ny—2)d(1,2)—RHS2(NX—1,Ny—2)b(1,2)
D(1,2)
(4.3.26)
y
. |[—N, =N, N N,
Moo T Ax,, T Ay [fgo 7—1)Ax0, 7_2 Ay,
=RHS2(NX—1,Ny—2)a(1,2)—RHSl(Nx—l,Ny—Z)c(1,2) 4327)
D(1,2)

Se puede escribir el conjunto de expresiones para todos los valores restantes evaluados de h, y

N, N
hy, donde lshXSTJrl y lshysjy+1

C[[-N, -N, N, N,
Too\\ =5 | A% |57 | AV | floo| | = e | AXor | 5~y [ AV |,
T(h,h)a(h,h)=S(h h)b(h,h)
- D(h,,h,)
(4.3.28)
y
¢ TV Yy NX Y
ool |5+, = 1| Axg, | — 4= 1Ay | ]| == 1] Axg, | = 1] Ay, |,
_T(h,h)d(h h)=S(h h)b(h,h)
D(h,.h)
(4.3.29)

Donde T(hy, hy) y S(hy, hy)estan definidas como:

T(h.h)=RHS1(N ,—h N —h)

7%%;1 7%%;1)
_ ZN ZN [ﬂg,o(”xmo’”yAyo)ﬂo,a[ nx+Nx—hx)Ax0,(n},+Ny—hy)Ay0}



. e 2 . p, 1 2
xexp| j2Icot nx(Nx—hx)(AxO) exp| j2I cot ny(Ny—hy)(Ayo)
(4.3.29)
y
S(hx,hy)=RHSZ(Nx—hx,Ny—hy)
N N
77~"+h;1 7—X+hx71)
_ Z Z [ﬂg,g(nxAxO,nyAyO)ﬂao[(nerNx—hx)AxO,(ny+Ny—hy)AyO}
NV N.\’
n‘:=*7' nV=77
p 1 p I
exp| j2I cot 5 n (N ,—h) Ax0)2 xexp| j2Icot| — ny(Ny—hy)(AyO)2
exp{jy n Ax,, n},AyO)]xexp{jy((nx+Nx—hx)AxO,(ny+Ny—hy)Ay0”.
(4.3.30)
En la ecuacion 4.3.29 y 4.3.30 no se estdn incluyendo los valores de n, y ny
Ne Ny N Ny 4.3.31
(nx,l’ly)= > ,7 y (nx,ny)= —7+hx—1,7+hy—1 (4.3.31)

Notemos que la ﬂaoyo(nxAxo,nyAyO)ﬂo,o[(nx+Nx—hx)AxO’(ny-l-Ny—hy)AyO} termino en la

ecuacion 4.3.29 podemos definirla por la multiplicaciéon provenientemente calculada por el

termino  f1, TX Ax,, Ty Ayy |00 Tx—hx Ax, Ty—hy Ay, | tomados por la
ecuaciéon 4.3.28 y

4 R B Y My _Ny
Pyl |5+, 1Ay | 24k, = 1 Avg | Foo| | 5= 1 |Avy, |2 =1 |y,

Evaluando por la ecuacion 4.3.29 y dividiendo el resultado por la multiplicacion

—N

7

2

7

2

X

2

ﬂg,o Ax, Ayy|foo Ax,, Ay,

2

fundado por la ecuacion 3.3.18.



N N
—|_=x |y
Cuando alcanzamos h = 5 +1| y hyO_ 5 +1 | notemos que
X NV
Foo| 5~ 1)&0,7—(hy0—1)Ay0
N, N,
=f0’0 7+hx0—1 Axo, 7+hy0—1 Ayo
(4.3.32)

La expresion de arriba es equivalente a f;0(0,0)= f0,0(0,0).
Esta ecuacion estd siendo determinada f;0(0,0) y completada desde:

I3 Nx B y Nx Ny 18
Moo _TAXO’ 5 Ayo| oo 7_(}1)50_1) Ax,, 7_(hy0_1) Ayo | floo
N, Ny . v
X _7+hx0_1 Axo, —7-{-1’1},0—1 Ayo ﬂ0,0 7 1 A)CO, 7—1 Ayo
RHS1[N —~1,N —1|exp|jmcot——N [N —h, Axo)zl
. yH 2 2
xexp| jicot| —— Ny(Ny—hy)(AyO) =[1,,(0,0)]

(4.3.33)

Una vez evaluados podemos escoger una fase arbitrariamente y dividiéndolos en la ecuacion
(4.3.29) y (4.3.29) para los valores apropiados de h, y hy, valores determinados por

-N

X

2

-N

7

2

_Nx |
T_

— 2

Ax
2

Ax

oo 0’ Ayo| Y flyo 0’ Ay,

b

Finalmente, recobremos la sefial original, multiplicamos por eXp[—j(P [, Axy, 1 Ayo)l

conjugamos el complejo de la primera ecuaciéon y usamos la llave la fase de la sefial de
encriptacion:

800 |l A%y lyAyo)=ﬂ0,0
(4.3.35)

[ Ayl Ay, ||

zxAxO,zyAyo)exp{—jcp |




4.3.3 Resultados

Se verifica el algoritmo de la encriptacion de la Transformada Fraccional de Fourier utilizando
imagen de Lena de 64x64, misma que se utiliza en el algoritmo de la transformada de Fourier,
para visualizar el comportamiento de la encriptacion. El proceso de encriptacion es presentada

con los siguientes valores: (ps=0.5, p,=0.5) y (qx=1.5, q,=1.5).

Figura 4.4 Imagen de Lena y su encriptacion bajo el método de la Fraccional de Fourier.

Se puede observar en la figura 4.4, que se puede contener la informacion de dos imégenes,
donde la sefial de intensidad puede representar una imagen y la fase de la sefial puede modularse

una representacion de una segunda imagen.

Inversa de la transformada fraccional de Fourier
El proceso de desencriptacion es mds complejo debido a los médrgenes de errores computaciones
por tal motivo es necesario cuantificar los datos, durante la desencriptacion recursiva loop,
verificando los mérgenes de errores en los datos procesados para posteriormente evaluar los
datos a uno para el desencriptamiento de la imagen.
Esta seccion es procesada usando el la media del error cuadrado (MSE) la incorrecta

encriptacion y desencriptacion de imagenes digitales.

Este proceso de desencriptacion se verifico mediante el programa Mathcad, ya que
contiene la accesibilidad de interpretar las ecuaciones matematicas, y también simplifica el

célculo del MSE, se desglosa la funcién a calcular y digitalizacién de la imagen de Lena.



Se observan las distintas fases para realizar el proceso de desencriptacion de la imagen de
Lena, en la figura 4.5: (a) es la imagen de Lena Encriptada, (b) desencriptacion usando un
incorrecto valor de px y otro por 1x10-5, (¢) desencriptacion usando un incorrecto valor de gx y
otro por 1x10-5, (d) desencriptacion de la imagen usando incorrecto la fase key, (e)

desencriptacion de la imagen.

@  Encriptada (b) Desencriptacion, valor de px

(c)Desencriptacion, valor de px (d) Desencriptacion de la imagen

(e) Lena

Figura 4.4 Proceso de descriptacion de la imagen de Lena.






CONCLUSIONES

Se hace un leve andlisis referente al procesamiento de imédgenes digitales, tomando en cuenta
los conceptos bésicos del mismo, sus técnicas de procesado de imdgenes: convolucion,
procesado, suavizado, filtros pasa Bajas, filtro de media, filtros pasa altas, deteccién de borde,
eliminado de ruido, filtrado de mediana, filtrado frecuencial, visualizacién del espectro, filtro
ideal.

Encriptaciéon de imagen digital (consiste en enredar un mensaje con una férmula
matematica irremediablemente complicada, volviéndolo ilegible a cualquiera, salvo las personas
que tengan la clave secreta para decodificar el mensaje).

Se realiza el anédlisis matematico para la encriptacion de imagenes digitales, en este caso
se utiliza la Transformada de Fourier y su Fraccional. Es utilizado el entorno de Mathcad para
verificar el comportamiento de las imdgenes que van desde una figura geométrica (cuadro,
triangulo, semicirculo, circulo) hasta una imagen mas compleja (como es el caso de la imagen de
Lena).

Es analizado desde una serie simple de Fourier, su Discreta de su trasformada de
Fourier, Transformada de Fourier, Inversa de Fourier, propiedades de escalamiento de Fourier,
Serie Hermitegauss 2D, Andlisis de la transformada Fraccional de Fourier, y su discreta de la
transformada Fraccional de Fourier. Mediante el cual se visibiliza las imdgenes digitales en el
capitulo III.

Con el propésito de poder desarrollar un algoritmo de encriptacion de imagenes digitales
mediante la opcién matemadtica de la transformada de Fourier y su fraccional.

Se realiza en dos partes, primero se implementa el algoritmo de la transformada de
Fourier para encriptar una imagen digital y su inversa de Fourier para desencriptar la misma
imagen, ddndonos como resultado la comparacion que se esperaba visualizar después de haberlo
desarrollado bajo un método 6ptico-digital (mencionado en el capitulo IV en el cual se muestra
un esquema de la referencia 6ptica), mostrando resultados similares por medio del computo.

Posteriormente se desarrolla el algoritmo de la Fraccional de Fourier verificindose los
resultados, desarrollado en Mathcad, observando que al utilizar dicho algoritmo la encriptacién
estd definida a un andlisis mds complejo al de la Trasformada de Fourier, la imagen se visualiza
mas fraccionada, probando que bajo este método es posible tener mds seguridad al momento de
encriptar una imagen.



Uno de los propésitos del desarrollo de estos algoritmos es con el fin de comparar en el
plano de Fourier de un lente convergente, lo que fisicamente equivale a su punto focal, mediante
la 6ptica-digital y un visualizar mediante el computo su equivalencia.

Otro es el comparar la diferencia que existe entre una transformada de Fourier y su
fraccional, dando como opcién las dos técnicas para encriptar y desencriptar una imagen digital.
De esa forma se deja abierta la opcion de elegir a los programadores cudl de estas dos técnicas
es mds conveniente utilizar de acuerdo a sus necesidades de requerimiento a futuros proyectos o
andlisis posteriores.
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