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Resumen

La segmentacién tiene como meta simplificar o cambiar la representacién de una
imagen en algo que sea mas facil de analizar y manejar, ya sea para la inter-
pretacion humana de los resultados obtenidos o para la busqueda automatizada
de caracteristicas significativas. Este trabajo de tesis presenta una técnica de
segmentacion que aprovecha las caracteristicas de los grafos para representar la
informacion visual de una imagen, esto es, la intensidad de gris o de color en un
punto de un plano bidimensional. Inicialmente, los nodos del grafo representan
cada uno de los pixeles de la imagen de forma tnica y las aristas pueden repre-
sentar toda clase de relaciones entre los pixeles, por ejemplo (en el caso particular
de este trabajo) las colindancias o vecindades entre estos. Esta, asi como algunas
otras técnicas de segmentacion, divide la imagen en regiones que no se trasla-
pan. El concepto intuitivo de regiones no traslapadas en imagenes se relaciona
analogamente con un concepto formal en la teoria de grafos, y se le conoce como
Grafo Plano. La semejanza conceptual entre las caracteristicas de una imagen
y la de los grafos no son las tnicas ventajas que se presentan con este enfoque,
también puede observarse que una imagen trasladada o rotada, posee un grafo
isomorfo al grafo de la imagen original, es decir, ambos grafos poseen la misma
estructura y la segmentacién que se obtiene de la aplicacion de la técnica, en con-
secuencia, resulta invariante. Gracias a estas importantes propiedades, se formula
como hipdtesis que la segmentacion de imagenes basada en grafos puede proveer
resultados preferibles que los que otras técnicas pueden ofrecer. En este proyecto
se propone una implementacién de los algoritmos de Bortivka aplicados en grafos
piramides irregulares orientados a la segmentacion de algunas imagenes médicas.
Especificamente, se comparan los resultados con la segmentacion realizada por
humanos y con la técnica de segmentacion inducida por escala invariante, ambas
mostradas en [5] (The Berkeley Segmentation Dataset and Benchmark) y con la
funcional Mumford y Shah en [20].

Palabras Clave: Técnicas de segmentacion, imagenes médicas, grafos pirami-

dales, benchmark de segmentaciones, funcional Mumford y Shah.
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Capitulo 1

Introduccion

La segmentacién de imdagenes se refiere, de forma muy bésica, a la division de
esta en sus partes fundamentales 21, 22]. Esta definicién tan abierta presenta
ambigiiedad al tratar de imaginar cuales podrian ser las partes mas importantes
de una imagen. Esta decision varia dependiendo del tipo de imagen que se esté
analizando y qué objeto u objetos son los que se buscan recuperar de la misma.
Por ejemplo, en la figura [I.1] se busca identificar inicamente la aeronave. En el
analisis visual de componentes manufacturados en lineas de produccion, la imagen
solo se dividiria hasta poder identificar la presencia o ausencia de desperfectos en
las piezas, tales como deformaciones, rupturas o componentes faltantes. Del mismo
modo, en el andlisis de imdgenes médicas (radiografias, resonancias, ultrasonidos,
angiografias, etc.), la divisién se efectuard hasta poder identificar anomalias que

podrian llevar al diagnéstico de alguna enfermedad o condicién anormal.

Una imagen digital es, bésicamente, una cuadricula formada por una cantidad
determinada de filas y columnas, que representa un espacio bidimensional (drea).
Cada entrada de la cuadricula, conocida generalmente como pixel, contiene uno

o varios valores que describen de forma numérica el color en ese punto.

Independientemente de las peculiaridades de los objetos que puedan presentarse
en las imégenes, uno desearia idealmente obtener de la simplificacién de la imagen;

regiones facilmente distinguibles que constituyan objetos importantes, resaltados
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(a)
FiGURA 1.1: Ejemplo de segmentacion

por algin borde bien definido. Se consideran a los bordes de los objetos como una
caracteristica lo suficientemente general que facilita el proceso para encontrar re-
giones que pertenezcan o representen algiin area de interés particular en la imagen.
La figura [1.2] muestra una deteccién general de todos los bordes de la imagen, sin

resaltar alguna regiéon en particular.

A

FiGURA 1.2: Deteccién de bordes

Se tiene como nocién basica que el borde de un objeto dentro de una imagen
es representado por una diferencia notable de intensidad entre pixeles contiguos.
Este enfoque ha sido ampliamente estudiado y las aplicaciones resultado de este

analisis son conocidas como “detectores de bordes”, en los que cominmente se
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aplican las primeras y segundas derivadas de una imagen, es decir, la medida del

cambio de intensidad entre los pizeles de una imagen [22].

En la literatura ([4, [7, 21], 22]), la segmentacién ha sido clasificada en las siguientes

clases:

Segmentacion Suave: Aquella que permite que las regiones o clases se super-

pongan (regiones traslapadas).

e Segmentacion Dura: La cual obliga a tomar una decisién en cuanto a si el

pixel pertenece exclusivamente a una regién (regiones no traslapadas).

e Segmentacion Discreta: Se da cuando opera tipicamente en la misma malla

discreta de la imagen (por pixeles).

e Segmentacion Continua: Opera en modelos deformables que proveen pre-

cisién a nivel sub-pixel.

De forma maés general, la segmentacion se divide en dos grandes clases: Seg-
mentacién basada en regiones y segmentaciéon basada en bordes [2]. Cada clase
tiene sus ventajas y desventajas. Los métodos basados en regiones asignan pixeles
a una regiéon de acuerdo a alguna propiedad (como homogeneidad). Su ventaja
reside en que trabajan bien en imagenes con ruido, donde los bordes son dificiles
de detectar. Sin embargo, pueden generarse regiones sobrantes en forma de hoyos
dentro de otras regiones o generar bordes asperos. Los métodos basados en bordes
generan limites de los objetos segmentados. En estos métodos, se puede incluir
conocimiento de la forma del objeto para limitar el resultado de la segmentacion,
pero frecuentemente esto conduce a un alisado excesivo. También se encuentra el
problema de que estos métodos son mucho mas susceptibles al ruido y general-

mente requieren de pre-procesamiento para delimitar inicialmente regiones.

En [2] se propone una adaptacién a la funcional de Mumford y Shah para mejorar la
calidad de la segmentacion de imagenes que contienen objetos fractales. A pesar de
que existe una mejora considerable, los resultados no son tan satisfactorios debido

a que existen muchas regiones en la imagen que no son segmentadas debido a la
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poca sensibilidad del algoritmo a pequenas variaciones de intensidad. Es por esto
que, es importante analizar otras técnicas de segmentacion que puedan ayudar a

mejorar la calidad de la segmentacion.

El objetivo de esta tesis se centra en la aplicacion de una técnica de segmentacion y
comparar los resultados con otras segmentaciones. Especificamente, se tiene como
objetivo llevar la imagen a segmentar a su representacién en grafo para que, con
base en esta, sea posible construir una piramide irregular o grafo piramidal irregu-
lar. Se busca comparar los resultados de la técnica en imagenes generales con los
resultados de otro algoritmo de segmentacion que sirve como referencia (Berkeley
Benchmark [5]) y finalmente aplicar la técnica a imagenes médicas. En éstas, existe
una gran variedad de particularidades que pueden presentarse y que son impor-
tantes en un diagnostico. Sin embargo, las dificultades presentes en el problema de
segmentar esta clase de imagenes aiin no ha sido resuelto por las técnicas actuales,
como es el caso de una incorrecta diferenciacion entre tipos de materias en el cere-
bro (en una imagen de resonancia magnética, por ejemplo) o la omisién de vasos
sanguineos anormales en un angiografia (en ambos casos, por intensidades muy
similares entre el objeto de interés y los objetos contiguos). Las distintas varia-
ciones existentes en los algoritmos de segmentacion utilizados permiten enfrentar
casos especificos, pero no son adecuados en todas las posibles circunstancias. Por
estas razones, se busca implementar una técnica de segmentacién basada en grafos
que, tomando en cuenta sus propiedades naturales, se tiene como hipotesis que es

mas efectiva y general que otras.

En el capitulo [2| se definen formalmente los elementos fundamentales necesarios
para la implementacion de la técnica de segmentacion propuesta: Esto es la
definicién formal de un grafo, distintas formas de describir su estructura, los tipos
de grafos, las operaciones entre grafos y grafos especiales (inducidos, maximales,

planos, etc.).

En el capitulo |3] se describen brevemente otros métodos de segmentacion y los
resultados que ofrecen, tanto en imédgenes con las caracteristicas en las que son

adecuados y en las que no. Se hara especial mencién a la técnica basada en
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la funcional de Mumford y Shah propuesta en [2], pues esta ha sido aplicada

especificamente a imagenes médicas a diferencia de las otras técnicas mencionadas.

En el capitulo 4] se detalla la estructura de los distintos modelos de colores uti-
lizados para representar imagenes. Cada modelo afecta los atributos de los nodos
en la piramide y, en consecuencia, las mediciones de similaridad en las regiones de
cada nivel del grafo. También se define y describe a detalle la técnica propuesta en
este trabajo, basada en los grafos piramidales irregulares, y se explican los algorit-
mos utilizados para realizar la contraccion de los grafos duales, para encontrar las
particiones de elementos que conformen las regiones y finalmente para construir

la piramide.

En el capitulo |5 se presentan los resultados obtenidos mediante la segmentacién
basada en grafos piramidales irregulares enfocada como técnica de segmentacién
de propédsito general y se hace una comparacién entre estos y los resultados de
referencia que se encuentran en [5]. Por tltimo también se muestran los resultados

de la técnica aplicada en imagenes médicas.

En el capitulo[f]se presentan las conclusiones obtenidas del trabajo, las limitaciones

y posibilidades de la técnica y el trabajo futuro que puede realizarse para mejorarla.

Por 1ltimo, el cédigo en C# que corresponde a los algoritmos presentados en el

capitulo [4] se encuentra anexado en el apéndice A.



Capitulo 2

Grafos

En este capitulo se establece la base de conceptos que seran de utilidad para la
implementacién de los algoritmos de segmentacion de imagenes mediante grafos
piramide irregulares. El desarrollo de la teoria mostrada aqui se apoya fuertemente

en [12, (7, 25, (13}, 6, 1.

2.1 Conceptos basicos

Un grafo G = (V(G), E(G)) es un par de conjuntos V(G) y E(G) y una relacion
de incidencia iG(.) que mapea pares de elementos (no necesariamente diferentes)
de V(G) a elementos de E(G) [17]. En la figura [2.1) se muestra un ejemplo de la
construcciéon de un grafo, donde se aprecian tanto los conjuntos V' y FE, asi como

la relacién de incidencia.

Los elementos v; del conjunto V(G) son llamados vértices (o nodos, o puntos)
del grafo G, y los elementos e; de E(G) son sus aristas (o lineas). Para evitar
ambigiiedades, decimos que V(G) N E(G) = 0 o en otras palabras, V(G) y E(G)

son disjuntos [6].

Para simplificar la notacién utilizada, se omite la relacién de incidencia. Asi,

el grafo se redefine como G = (V, E) sin mencionar explicitamente la relacién
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V(G) = {A4,B,C D}

E(G) = {en,ea, 63,4}

iG: [V(Q)? — E(G) iG(A, B) = e,
ZG(B, O) = €9,

ZG(C, D) = €3
y ZG(D, A) = €4

FiguraA 2.1: Ejemplo de construccién de un grafo

iG(.), con E C [V]?, donde [V]" es el conjunto de todos los subconjuntos de V/
con cardinalidad n. El conjunto de vértices V(G) y el conjunto de aristas E(G)
pueden escribirse como V' y E, respectivamente. Para simplificar la notacion ain
més, puede denotarse a la arista (a,b) o {a,b} como ab. La simplificacién de la

notacién puede verse en la figura [2.2]

F1aurA 2.2: Grafo simplificado con V = {A, B,C, D}
E ={{A,B},{B,C},{C,D},{D, A}}, sin relacién de incidencia definida.

Si las aristas son representadas como pares ordenados de vértices, es decir,
E C V2, entonces el grafo G es llamado dirigido u orientado, de otra manera si
los pares no estan ordenados, se le llama no dirigido o no orientado (véase figura
. Los dos vértices conectados por una arista e, = (v;,v;) se llaman vértices
finales o simplemente extremos. En los grafos dirigidos, el vértice v; es llamado el

origen y el vértice v; es llamado el objetivo o final.

(EF)
(G.E)
(F.E)
(F.G)
(a) Grafo no dirigido (b) Grafo dirigido

FiGurA 2.3: Representacion de grafos dirigidos y no dirigidos.

A pesar de que en un conjunto los elementos repetidos no se consideran diferentes,

es posible que el conjunto de aristas pueda tener mas de una arista que una a
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los mismos vértices. Esto se debe a que, en realidad, el conjunto de aristas si
estd compuesto por elementos tinicos y es la relacién de incidencia la que define la
union entre vértices. La omisién de la definicién explicita de la relacién es la que
podria generar confusion. Las aristas que tienen los mismos vértices extremos son
llamadas aristas paralelas o aristas dobles. Si e, = (v;,v;), es decir, los extremos
son los mismos, entonces e, es llamado un bucle (figura [2.4(c)). Un grafo G que
contiene bucles y /o aristas paralelas es un multigrafo. Un grafo que no tiene bucles
ni aristas paralelas se llama grafo simple. Al nimero de vértices en G se le llama
orden y se escribe como |V|; el nimero de aristas estd dado por |E|. Un grafo de
orden 0 es llamado grafo vacio, y de orden 1 es simplemente llamado grafo trivial.

Un grafo es finito o infinito de acuerdo a su orden.

Dos vértices v; y v; son vecinos o adyacentes si son los vértices extremos de la
misma arista e, = (v;,v;). Dos aristas e; y e; son adyacentes si tienen un vértice
extremo en comun, o formalmente, si se tiene vy, e; = (v, v;) ¥ €5 = (U, V). Si
todos los vértices de GG son vecinos, entonces G es completo. Un grafo completo
en m vértices es escrito como K™. Una arista es llamada incidente en sus vértices
extremos. El grado (o valencia), denotado como deg(v), de un vértice v es el
numero de aristas incidentes en él. Un vértice de grado 0 se llama aislado; de
grado 1 es llamado colgante (figuras m y - . Un bucle en un vértice v

contribuye dos veces a su grado.

(a) Vértice aislado ) Vértices colgantes (c) Bucle

FiGuRrA 2.4: Tipo de vértices segin su grado.
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2.2 Relaciones de contencion de grafos y grafos

especiales

Sean G = (V,E) y G' = (V', E') dos grafos: G’ = (V', E’) es un subgrafo de G
(G" CG)si VI CVyFE CE, esto es, el grafo G contiene a G'. El grafo G

también es llamado un supergrafo de G' (G O G').

SiV'CcVoFE CE,elgrafo G' es llamado subgrafo propio de G. Si G’ C G
y G’ contiene todas las aristas e = (v;,v;) € E tal que v;,v; € V', entonces G’
es el grafo vértice-inducido de Gy V' induce (abarca) G’ en G y se escribe como
G' = G[V']. Dado que V' C V(G), entonces G[V'] denota el grafo en V' cuyas
aristas son las aristas de G con ambos extremos en V’. Si no se indica de otro

modo, se refiere a subgrafo vértice-inducido por subgrafo inducido.

De forma similar, si £ C E'y V' se compone de los extremos de la aristas en E’,
entonces G[E'] es llamado el subgrafo inducido de G' en el conjunto de aristas E' o
simplemente el subgrafo arista-inducido de G. Si G[V'] no tiene vértices aislados,
entonces G’ es también un subgrafo arista-inducido. En la figura se muestran
ejemplos de subgrafos vértice-inducido y arista-inducido. Si G’ C G y V' abarca

todo G, esto es, V' =V entonces G’ es el subgrafo abarcador de G.

Un subgrafo G’ de un grafo G es un subgrafo maximal (o minimal) de G con
respecto a alguna propiedad II si G’ tiene la propiedad II y G’ no es un subgrafo
propio de cualquier otro subgrafo propio de G' con propiedad II. Los subconjun-
tos minimales y maximales con respecto a alguna propiedad se definen de forma

andloga.

Sea la relacién de contencién de conjuntos (C) la propiedad Iy el conjunto poten-
cia de {a, b, c}, puede construirse un diagrama que represente las relaciones entre
todos los subconjuntos de P(a, b, ¢) como lo muestra la ﬁgura A este diagrama

se le conoce como Diagrama de Hasse y es til para visualizar relaciones de orden
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(b) G[V'] con
V' ={B,C,D,G, H).

(c) GIE'] con
E' = {es, e5,¢€6,€7}.

F1GuraA 2.5: Grafos inducidos

bajo alguna propiedad, asi como para identificar los elementos minimales y ma-
ximales (aquellos que no tienen relaciones hacia abajo o arriba respectivamente),

entre otros de la misma.

Si cualquier pareja de vértices de un subgrafo G’ C G no forma una arista de G,
entonces llamamos al grafo G' = (V',()) un subgrafo independiente de G (figura

2.7). Formalmente, un subgrafo independiente G’ = (V,0) se define como V' =
{Ul,?)g S V(G) | (Ul,?)g) ﬁé E(G)}

Sean G = (V| E) un grafo con conjuntos V = {vy,vs,...} y E = {ey,€2,...}. Un
camino en un grafo G es una secuencia no vacia, finita y alternada vy, e, vy, ...,
Uk_1, €k, Ux de vértices y aristas en G tal que e; = (v;,v;41) para todo 1 <7 < k.
Este camino es llamado un camino vg— vy, con vy y v como sus vértices terminales
y todos los demas vértices son vértices internos de este camino. En un camino,

aristas y vértices pueden aparecer mas de una vez. Si vy = v, el camino es
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{a,b,c}

{a, b} {b,c}

{

FiGurA 2.6: Representacién visual de la relacion entre subconjuntos con
propiedad II.

O ®
®

0]

(a) Grafo G. (b) Subgrafo Independiente de G.

Figura 2.7: Ejemplo de subgrafo independiente.

cerrado, de otra manera es abierto. Un camino es un rastro o trayectoria si todas
sus aristas son distintas. Una trayectoria es cerrada si sus vértices finales son
los mismos, de otra manera, es abierta. Por definicién, el camino puede contener
el mismo vértice muchas veces. Una ruta P es una trayectoria donde todos los
vértices son distintos. Estas sutiles diferencias entre caminos, trayectorias y rutas
pueden verse claramente en la figura 2.8, Una ruta simple puede escribirse como
P = vy, vy, vy, ..., 0%, donde las aristas no estan descritas explicitamente ya que en
una ruta, todos los vértices son distintos y por tanto, todas las aristas también lo

SO1l.

Note que en un multigrafo, una ruta no esta definida, debido a posibles aristas

multiples entre 2 vértices. Si los vértices vy y v estan ligados por la ruta P,
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FIGURA 2.8: Se presentan 3 tipos de secuencias: Un camino (a), una trayectoria
(b) y una ruta (c).

también a P se le llama una ruta desde vy hasta v;, (como también entre vy hasta

vo). El nimero de aristas en la ruta es llamado longitud de la ruta.

La longitud de la ruta se denota con P*, donde k es el niimero de aristas en la ruta.
Note que, por definicion, no es necesario que una ruta contenga todo los vértices
de un grafo. Los ciclos, como las rutas, se denotan por una secuencia ciclica de
vértices C' = vy, vy, ..., U, Vg. La longitud del ciclo es el nimero de aristas en él y
es llamado k-ciclo escrito como C*. La longitud del ciclo con el minimo niimero
de aristas en un grafo (o minima longitud) se le llama cintura y se denota como
g(G) de G. De manera andloga, a la longitud de un ciclo con el mayor nimero de
aristas (o méxima longitud) en un grafo se le llama su circunferencia y se denota
como ¢(G) (figura 2.9(c)). La distancia entre dos vértices v y w en G, denotada
por d(v,w), es la longitud de la ruta més corta entre estos vértices. El didmetro

de G, diam(G) es la maxima distancia entre cualesquiera dos vértices de G.

FIGURA 2.9: Dado el grafo G (a) y los ciclos de menor (b) y mayor (c¢) longitud,
se tiene que ¢g(G) =3y ¢(G) = 10.

Cuando dos grafos tienen la misma estructura entre sus vértices y aristas, se dicen

que son isomorfos. Formalmente, un isomorfismo entre dos grafos G y G’ existe
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cuando hay una funcién f biyectiva entre V(G) y V(G') (f : V(G) — V(G")), tal
que cualquier par de vértices v y w son adyacentes si y sélo si los vértices f(g) y

f(w) también son adyacentes, es decir:

Ve=vwe E(G) : ¢ = fv)f(w) € E(G)

Si dos grafos son isomorfos, se denota como G ~ G’. En la tabla 2.1} se muestra la
funcién biyectiva construida que verifica el isomorfismo entre los grafos definidos

en la figura.

[:V(G) = V(G)

Q 0) fla)=1
f(b) =2

CO—) fle)=3
[ 10 s
g)=2>5

O—Q f(h) =6
O 0 1) =7
f(j) =38

TABLA 2.1: Isomorfismo entre dos grafos

2.3 Conectividad

Determinar las condiciones de conectividad entre vértices y en el mismo grafo es
una herramienta sumamente importante. Dos vértices v; y v; estan conectados
en un grafo G = (V, E) si existe una ruta v; — v; en G. Un vértice siempre esté

conectado consigo mismo.

Un grafo no vacio es conexo o conectado si cualesquiera dos vértices estan unidos

por una ruta en G, es decir, si todos los posibles pares de vértices estan conectados

(figura B-10).

Sea G = (V,E) un grafo no conexo, el conjunto de vértices V' puede ser par-
ticionado en subconjuntos Vi, Vs, ..., V, tales que cada subgrafo vértice-inducido

G[V;] sea conexo, y no exista una ruta entre un vértice en el subconjunto V; y un
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vértice en Vj}, con j # ¢. Un subgrafo conexo maximal de G es llamado un compo-
nente del grafo G. Un componente de G no es un subgrafo propio de cualquier otro
subgrafo propio de GG. Un vértice aislado es considerado un componente, ya que,
por definiciéon estda conectado consigo mismo. Note que un componente siempre
es no vacio y que, si un grafo GG es conexo entonces tiene sélo un componente, él

mismo.

(a) Grafo conexo (b) Grafo no conexo
FiguraA 2.10: Conectividad en grafos

Sean {V}, V2} particiones del conjunto de vértices V' de un grafo G = (V, F). El
conjunto K(V1,Vs) llamado corte [12] o cociclo [6], se define como el conjunto de
todas las aristas teniendo un extremo en una particiéon de vértices (V1) y el otro

extremo en la segunda particién de vértices (V5), como se aprecia en la figura|2.11]

FIGURA 2.11: Las aristas en verde representan K (V1, V).

Un conjunto de corte Kg de un grafo conexo GG es un conjunto minimal no vacio
de aristas tal que su remociéon de G desconecta G, es decir, G—K g es disconexo,
tal y como se muestra en la tabla y la figura [2.12] Si los subgrafos inducidos
de G en los conjuntos de vértices V; y V5 son conexos, entonces K = Kg. Sea un

conjunto de vértices V; = {v}, el conjunto de corte se denota por K(v).
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Vi Vs K(V1,Va)
{a {b,c,d} {e1,e4,65}
{b} {a7 ¢, d} {617 62}
{c} |{a,b,d} | {ea e3, €5}
{d} {a,b, C} {63764}
{a,b} | {c,d} {ea, e4,€5}
{a>c} {b7 d} {61762763764}
{bv C} {avd} {61763765}

TABLA 2.2: Cortes de un grafo G

{e1,6:,83,684}

{ei,es,es} /{ez,e;es} {e2,es,e5} \{ei,ese5}
{e1,e2} {es e}

FicUura 2.12: El Diagrama de Hasse muestra facilmente los conjuntos de corte
de G.

2.4 Arboles

Los arboles son estructuras simples de grafos. Un grafo G es aciclico si no tiene
ciclos. Un &rbol del grafo G es un subgrafo conexo aciclico de GG. Vértices de
grado 1 en un arbol son llamados hojas y todas las aristas son llamadas ramas.
Un arbol no trivial tiene, por lo menos, dos hojas y una rama. Por ejemplo, el
arbol mas simple consiste de dos vértices unidos por una arista. Note que un
vértice aislado es por definicion un grafo conexo aciclico y, por tanto, es un arbol.
Un arbol abarcador o recubridor de GG es un arbol de GG que contiene todos los

vértices de G. Las aristas de drboles recubridores se llaman ramas (figura [2.13]).

(a) Grafo G. (b) Arbol abarcador de G.

FIGURA 2.13: Arboles.

Un grafo aciclico con k& componentes se llama un k-arbol. Si un k-arbol es un sub-

grafo abarcador de G, entonces es llamado un k-arbol abarcador de G. Un bosque
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F' de un grafo GG es un k-arbol abarcador, donde k es el nimero de componentes en
G. Un bosque es simplemente un conjunto de arboles, abarcando todos los vértices
de G. Un subgrafo conexo de un érbol T' es llamado un subarbol de T'. Si T es un
arbol entonces hay exactamente una sola ruta entre cualesquiera dos vértices de
T. Cuando un arbol posee un nodo o vértice especial de referencia llamado raiz,
se le llama drbol enraizado. La profundidad de un arbol enraizado es la maxima

distancia (nimero de aristas) entre la raiz y todas sus hojas (figura [2.14)).

Vi

FIGURA 2.14: Arbol con nodo V4 como raiz y profundidad 3.

2.5 Operaciones en grafos

Sean G = (V,E) y G’ = (V', E’) dos grafos.

e Union e interseccion. La union de G y G’ es el grafo G" = GUG' =
(VUV', EUE"), esto es, el conjunto de vértices de G” es la uniéon de V'y V',
y el conjunto de aristas de G” es la unién de E'y E’, respectivamente (figura
2.15(b)). La interseccion de Gy G’ es el grafo G = GNG' = (VNV', ENE’),
esto es, el conjunto de vértices de G” tiene so6lo los vértices presentes en V'

y V', y el conjunto de aristas de G” tiene sélo las aristas presentes en F y

FE’, respectivamente (figura [2.15(c)).

e Diferencia Simétrica. La diferencia simétrica entre dos grafos G'y G', escrito
como G & G, es el grafo G” inducido por el conjunto de aristas E H E’
= (E\E') U(E'\E), esto es, el grafo no tiene vértices aislados y contiene

aristas presentes en G 0 en G’ pero no en ambos (figura [2.16]).

e Remocion o eliminacion de vértices. Sea v; € G, entonces G — v; es el

subgrafo inducido de GG en el conjunto de vértices V — v;; esto es, G —v; es el
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e 58 e

) Grafos Gy G'. (b) GUG (c) GNGE

FI1GURA 2.15: Uniodn e interseccion.

6 @
9 @0
G ©

(a) Grafos Gy G'. (b) Ga &

F1GURrA 2.16: Diferencia simétrica.

grafo obtenido después de remover el vértice v; y todas las aristas e; = (v;, v;)
incidentes en v;. La eliminaciéon de un conjunto de vértices de un grafo se

hace como la sucesién de la eliminacién de un solo vértice (figura [2.17)).

I, oo -

Y G Vv G

(a) Grafo G y conjunto de vértices V. (b) G-V

F1GUuRrA 2.17: Eliminacion de vértices.

e Remocion o eliminacion de aristas. Sea e € G, entonces GG — e es el subgrafo
obtenido después de remover la arista e de E. Los vértices finales de la arista
e; = (v, v;) no son eliminados. La remocién de un conjunto de aristas de un
grafo se hace como la sucesién de la eliminacién de una sola arista (figura

2.18).
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N\, O
© (d) O—@
Y G E G

(a) Grafo G y conjunto de aristas (b) G-FE

FicuraA 2.18: Eliminacién de aristas.

o [dentificacion de vértices. Sean v; y v; dos vértices distintos de un grafo G
unidos por la arista e; = (v;,v;). Dos vértices v; y v; son identificados si son
reemplazados por un nuevo vértice v* tal que todos los vértices incidentes

en v; y v; ahora son incidentes en el nuevo vértice v* (figura 2.19(b)).

o Contraccion de aristas. Sea e; = (v;,v;) € G una arista con extremos
distintos v; # v; a ser contraida. La operacién de contraccion de aristas
denota la eliminacién de la arista e e identificar sus vértices v; y v; por
un nuevo vértice v*. Si un grafo G’ resulta de G después de contraer una

secuencia de aristas, entonces se dice que G puede ser contraido a un grafo

G’ (figura 2.19(c)).
@Q—®

G‘@

ORE

(a) Grafo G (b) Identificacién de ¢y d (c) Contraccién de {c, d}

FicuraA 2.19: Identificacién de vértices y contracciéon de aristas

2.6 Algebra lineal

Es posible la aplicacién de los conceptos de espacio vectorial para describir un

grafo [6]. Esto nos proporciona ventajas como flexibilidad al aplicar operaciones
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entre grafos. V es un espacio vectorial sobre el campo K con las operaciones

+: VXV —->Vy-: KxV—V sisecumplen las siguientes propiedades:

YoeV,0"eV : v+0"=0"4v=w

VoeV, v* eV : v+v"=0*y denotamos v* = —v.

e Vo,weV : v+w=w—+v

Vu,v,w eV 1 u+ (v+w)=(u+v)+w

Vo,w eV, VA e K: ANv+w) = v+ \w

YVoeV, VA vyeK : (A+7)v= v+

Vo eV, VA, vy €K : (Ay)v = A(y)

VveV,lev,1eK

Los elementos de V se llaman wvectores y los elementos de K se llaman escalares.
Sea un conjunto de vectores {vq, vy, ..., v,}, se dice que el conjunto es linealmente

independiente sila ecuacién Ajvy+ A0 +. ..+ \,v, = 0 tiene como solucién inica

la trivial, es decir, Ay = Ay = ... = X\, = 0. Si existe una solucién distinta a la
trivial, se dice que el conjunto {vy,vs,...,v,} es linealmente dependiente.
Un conjunto de vectores {vq, vy, ..., v,} de un espacio vectorial V sobre un campo

K se llama base de V si es linealmente independiente y genera todo el espacio V, es
decir, Vo € V1 I, Ao, .o A € Koo = Aop+ Aove 4.+ A, Si{og,vg,. .. 0, )
es una base de V sobre K, decimos que V es de dimensién finita y la dimension de

K es n, denotado como dim K = n.

Sea (V,K) un espacio vectorial, W C V es un subespacio vectorial de V si para
cualquier pareja v, w de vectores en W y escalares A,y en K, se cumple que Av +
yw € W. A su vez, el espacio generado por un conjunto de vectores {vy, v, ..., v,}
de un espacio vectorial V sobre un campo K se define como {\jv; + Agvg + ... +

AmUm = A € K}y se denota como gen({vi,ve, ..., v,}).
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Dado que el conjunto de aristas describen la estructura fundamental de un grafo,
usar los principios del algebra lineal resulta mas ventajoso. Sea P(FE) el conjunto
potencia de E(G), podemos dotarlo de una estructura de espacio vectorial sobre
el campo F = {0, 1}, con la suma + definida como 0+1=1+0=1,141=0,
el producto e definido como 0e1 =10 =0, 1e1 =1y definiendo V = P(E),
K =T con {ey,es,...,ex} € V siendo vectores y F el conjunto de escalares.

Las operaciones en V son:

e +:P(E)x P(E) —» P(E), donde V+ W = V& W = (E\E') UE\E) y
vV, W e P(E).

e . :FxP(E)— P(E) donde
1avV=9
0-,% =0 donde ¥ € P(E).

De esta manera, es posible realizar una suma de vectores de P(E) rapidamente,
sin tener que recurrir a operaciones de conjuntos.
Sea E = {ey, ea,e3,e4}, entonces {eg, ea, ez} + {eg,e3,e4} = €1 + (€3 + €2) + (€3 +

63) +es=e€e t+e= {61,64}.

Sea C(G) el espacio generado por el conjunto de ciclos de G, se cumple que Av +
yw € C(G) : VA,v € Fy Vo,w € C(G). Asi, podemos decir que C(G) es un
subespacio de P(FE).

2.7 Grafos planos y duales

Los grafos planos particionan a R? en regiones llamadas caras. Los grafos planos

junto a los conceptos de ciclos y cortes definen formalmente a un grafo Dual.

Para describir adecuadamente la estructura de los grafos planos, es necesario
definir previamente ciertos conceptos topologicos. Un segmento de recta en el

plano Euclidiano es un subconjunto de R? con la forma {p+ Ag—p) | 0 < A < 1}
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para puntos diferentes p,q de R?. El interior de un segmento de recta es el con-
junto {p + Ag—p) | 0 < A < 1}. Un arco es la unién finita de varios segmentos

de recta.

Un grafo G con conjunto finito de vértices V y aristas E es llamado un grafo plano

si puede ser dibujado en un plano en R? tal que:

- VCR?
- Toda arista es un arco entre dos vértices.

- Ningtn par de aristas se cruza, es decir, el interior de una arista no contiene

ningun vértice ni punto de cualquier otra arista.

Las regiones conectadas de R*\G son caras f de G. Dado que G tiene borde,
una de sus caras es no acotada, es decir, tiene area infinita y se le llama cara
externa. Las caras restantes encierran areas finitas y son llamadas caras internas.

Las aristas y vértices incidentes a una cara se llaman fronteras de esa cara.

Una incrustacion planar de un grafo G es un isomorfismo entre G y un grafo plano
G. A G se le llama grafo planar. De forma similar a G, G se dibuja de forma que
sus aristas solo se crucen en sus vértices. Puede decirse que un grafo G es planar si
puede ser incrustrado en el plano. Nétese que el concepto de incrustracién puede
extenderse a cualquier superficie, es decir, un grafo G es incrustable en una
superficie S si puede dibujarse en S de manera que sus aristas solo se intersequen

en sus vértices. Un grafo planar y su incrustracién se ilustran en la figura [2.20]

Sea G = (V, E) un grafo planar y que pueda tener, en general, aristas paralelas
y bucles, construimos un nuevo grafo G = (V, E), denotamos a cada una de sus
caras por un nuevo vértice 7 € V y los colocamos dentro de cada una de las caras
de G (ahora la nocién de los vértices en cada cara y el término cara se usard sin
distincién entre ellos). Siun par de caras (7;,7;) inciden en la misma arista e; € E,
éstas se conectan por una arista €;, de manera que e; y €; se crucen. Asi, para
cada arista e; € G, hay una arista €; del grafo G, que recibe el nombre de Grafo

Dual de G. Formalmente, un grafo G = (V, E) es un dual de G = (V, E) si existe
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FIGURA 2.20: Grafo Planar G (izquierda) y su incrustacién planar, el grafo
plano G (derecha).

una biyeccién entre las aristas de G’y G tal que un conjunto de aristas en G es
un ciclo siy soélo si el correspondiente conjunto de aristas en G es un conjunto de
corte. El grafo G es llamado el grafo primal y a G se le llama el grafo dual. Si un

grafo plano G’ es el dual de G, entonces G es el dual de G’ [11 [6].

Formalmente puede definirse la dualidad de grafos mediante los conceptos de ciclo
y cortes. Un grafo G = (V, F) es dual de G = (V, E) si existe una biyeccién entre
las aristas de G y G tal que para cada conjunto de aristas en G que sea un ciclo

(simple, sin ciclos internos), su correspondiente en G sea un corte.

Los grafos duales poseen dos propiedades importantes que son esenciales para la
simplificacion que se necesita al construir la pirdmide imagen irregular: Un grafo
y su dual son también duales después de remover una arista e en el grafo primal y
contraer la arista correspondiente € en el grafo dual G. Ademés, un grafo es plano
si y sélo si tiene un dual [I]. En la figura se observa la construcciéon de un

grafo dual a partir de su primal.



Capitulo 2. Grafos

23

FiGura 2.21: Grafos duales
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Métodos de segmentacion

La segmentacion es muy importante para los problemas de vision por computa-
dora y reconocimiento de patrones, entre otros. Existen una gran variedad de
técnicas ampliamente estudiadas, debido al uso de las imagenes digitales en vir-
tualmente todos los campos de la ciencia y a su vez, porque los requerimientos de

la segmentacién son muy diferentes en cada posible campo de aplicacién [22] 21], [1].

En la medicina, el diagnéstico auxiliado por imagenes ha sido una herramienta
invaluable que ha proporcionado grandes conocimientos sobre anatomia. Las dis-
tintas modalidades para obtener estas imagenes han ido aumentando tanto en
tipos (tomografias, mamografias, ultrasonidos, resonancias magnéticas, escdneos
por emisién de positrones, etc.), como en el tamano y nimero de éstas. Esto, en
consecuencia, ha aumentado el uso de las computadoras para facilitar el proce-
samiento e incluso auxiliar en el analisis de las imagenes. Actualmente, es tipico
que se utilicen algoritmos para una gran cantidad de tareas en el drea de la me-
dicina, como son: Cuantificacién de volumen de tejidos, estudio y delineamiento
de estructuras anatémicas, localizacién y diagndstico de patologias, planeacion de

tratamientos e incluso asistencia en cirugias.

Los valores numéricos que contienen las imagenes de naturaleza médica - visual-
mente interpretadas como color - representan distintos fenémenos como absorcién

de radiacion en las radiografias, presién actstica en los ultrasonidos o la amplitud

24
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de una senal de radiofrecuencia en una resonancia magnética. Se busca idealmente
agrupar estos valores, mediante alguna técnica de segmentacién, y posteriormente
etiquetar cada regién con un nombre significativo. Por ejemplo, haciendo referen-
cia a una mamografia, se busca localizar y separar el tejido saludable del canceroso
y etiquetarlos segin corresponda [4], [7]. No obstante, existen dificultades que van
mas alld de la naturaleza de las imégenes. Entre ellas estan la existencia de ruido
o la presencia de artefactos que alteran la imagen y disminuyen el rendimiento y la
efectividad de los métodos de segmentacion que dan por hecho que la intensidad
de cada clase de tejido es constante. Es decir, dan por hecho que los diferentes teji-
dos que representan la misma etiqueta (tejido sano, tejido canceroso, etc.) siempre
van a poseer el mismo valor (o rango) numérico. Estos artefactos aparecen debido
a las limitaciones fisicas de los escaneres usados. Por ejemplo, en el caso de las
imagenes de resonancia magnética los artefactos que se presentan toman la forma

de sombras que cambian la intensidad de los tejidos [7].

Esta seccién se auxilia fuertemente de los estudios realizados en [4, [7], especializa-
dos en la comparacion de los diferentes métodos de segmentacion utilizados en el
campo médico. También se toman como fuentes otras recopilaciones de métodos

de segmentacion aplicados tanto a la medicina ([2]), como a otros a&mbitos ([3]).

3.1 Tipos de segmentacion

Las técnicas para realizar la segmentacion tienen grandes variaciones en la eficacia
y precision de sus resultados dependiendo del tipo de imagen médica en las que
se apliquen. Una técnica puede tener buenos resultados al localizar y etiquetar
distintos tipos de tejido cerebral pero podria ser incapaz de reconocer tejido danado

en el higado u otro tipo de tejidos.

En la literatura existen varias clasificaciones vigentes de la segmentacién [4, [7,
21, 2]. Una de estas es la divisién entre la segmentacién suave y dura. La seg-

mentacién suave hace referencia a la division de la imagen en regiones o clases
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que pueden traslaparse. Esto suele suceder cuando diferentes tipos de tejido con-
tribuyen al valor numérico de un mismo pixel. Este tipo de segmentacion retiene
mas informacion de la imagen original, al permitir cierta incertidumbre en la local-
izacion de los bordes o fronteras entre objetos. Se utilizan funciones caracteristicas
o funciones que midan o cuantifiquen la calidad de un dato para ser miembro de
alguna clase con el fin de relacionar un pixel a una regién (ya sea simplemente para
determinar si un pixel estd o no en esa region o para especificar cuantitivamente

su contribucién en la misma).

Por otro lado, la segmentacion dura no permite estos traslapes y fuerzan a decidir
a qué region pertenece un pixel. Es posible convertir una técnica de segmentacion
suave a una dura simplemente eligiendo la regién a la que un pixel hace mayor

contribucion.

En general, la técnicas de segmentacién pueden ser representadas como un pro-
blema de optimizacién, donde la segmentacién deseada minimiza una funcién de

energia o costo [4] [7, 21].

Los distintos métodos de segmentacion pueden dividirse en varias categorias, de-
pendiendo de la clase de técnicas que se utilicen en su implementacién y se detallan

a continuacién.

3.1.1 Umbralizacion y crecimiento de regiones

Los enfoques con umbralizacién realizan la segmentacién haciendo un particiona-
miento de las intensidades de una imagen. Para esto, se contabiliza la frecuencia
de las intensidades en los pixeles de la imagen (histograma) y se encuentra una
caracteristica (un valor de intensidad), con base en esta medicién, que segmente la
imagen, generalmente se utiliza el contrastre entre las intensidades. Cada valor en-
contrado que represente la frontera entre regiones se le llamaba umbral y los pixeles
se agrupan en regiones comparando su intensidad con algin umbral. Aunque esta
técnica es sencilla, es susceptible a ruido y por esta razon, rara vez se usa sola y

es mas bien aplicada como un paso inicial en un procesamiento de imagenes mas
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robusto. En la figura (b) puede observarse el resultado de segmentar la figura

3.1j(a) mediante un algoritmo de umbralizacién.

El crecimiento de regiones, como su nombre lo indica, consiste en la eleccién de
un punto inicial llamado semilla (de forma manual por un operador) y en el cre-
cimiento de esa regién extrayendo los pixeles conectados a esta por algin criterio
previamente definido, como un valor similar o igual de intensidad. Al igual que
la umbralizacion, el crecimiento de regiones es susceptible al ruido pues puede
provocar la desconexién de pixeles que en condiciones normales no ocurriria. El

resultado de esta técnica se muestra en la figura [3.1)c).

Ficura 3.1: Imagen original (a), segmentada por umbralizacién (b) y por
crecimiento de regiones (c) [3].
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3.1.2 Clasificadores y agrupadores

Los clasificadores son técnicas de reconocimiento de patrones que buscan dividir
un espacio de caracteristicas derivado de la imagen usando datos con etiquetas
ya conocidas. Estas etiquetas son datos que ya han sido proporcionados por un
operador; que haya segmentado previamente la imagen de forma manual, para ser
usadas como referencia en futuras segmentaciones, por lo que a los clasificadores
se les llaman “métodos supervisados”. Existe una gran variedad de métodos clasi-
ficadores, por ejemplo, en los que los datos suministrados son las intensidades
representativas de una clase y se agrupan los pixeles con la intensidad mas cer-

cana a esta.

Los algoritmos de agrupacion o agrupadores funcionan de la misma manera que
los métodos clasificadores, pero sin la necesidad de suministrar datos de entre-
namiento. Por esto, en contraste, se les llaman “métodos no supervisados”. Para
compensar la carencia de datos de entrenamiento, parte del procesamiento se cen-
tra en caracterizar las propiedaes de cada clase, es decir, se entrenan a si mismos.
Uno de los algoritmos de agrupaciéon mas comunes es el K-medias, en el que se
agrupan datos, calculando de manera iterativa las intensidades medias de cada
clase y agrupando los pixeles con la intensidad maés cercana. Los resultados de

dicho algoritmo se observan en la figura con los resultados vistos en [4, [7].

(a) Imagen Original (b) Resonancia segmentada

FIGURA 3.2: Segmentacién con K-medias [4].



Capitulo 3. Métodos de segmentacion 29

3.2 Funcional Mumford y Shah

Como se mencioné anteriormente, muchos de los métodos de segmentacién consis-
ten en la minimizaciéon de una funcién de energia o costo. Entre éstas se encuentra
una técnica de gran importancia y popularidad, cuyos resultados sirven de refe-
rencia a este proyecto (por ser segmentaciones en imagenes médicas), llamada la
funcional de Mumford y Shah. Esta técnica consiste en aproximar la imagen orig-
inal desde un conjunto finito de iméagenes simples (regiones) separados por bordes

lisos (discontinuidades). [20]

La minimizacion sobre curvas en un plano es un proceso pesado desde el punto de
vista numérico por eso, se ha realizado un gran esfuerzo de investigacién para
encontrar las formas numéricas mas eficientes para minimizar la funcional de
Mumford-Shah. Entre estas, se han empleado ecuaciones diferenciales parciales,

aproximacion eliptica, evolucién de curvas, etc.

Debido a la frecuente aparicién de patrones fractales que se dan en la naturaleza
(como noté y postulé Mandelbrot en [14]), en [2], se propone una modificacién de
la funcional Mumford-Shah mediante la consideracién del analisis fractal a ésta.
Las imagenes médicas no son la excepcion pues la estructura cerebral, entre otros
organos, posee estos mismos patrones y los resultados obtenidos de la segmentacién
de la funcional modificada fueron una mejora de los obtenidos con la funcional
convencional. En la figura se comparan los resultados de la segmentacién con
la funcional Mumford-Shah estdndar y aplicando analisis fractal sobre una imagen

de un ojo obtenida mediante una retinografia.
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Segmentacion con Funcional Estandar

Segmentacidn con Funcional Modificada

FicUrRA 3.3: Segmentacion usando la funcional de Mumford y Shah estdndar
y con andlisis fractal [2].
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Grafos Piramidales

Las imagenes son caracterizadas por una cantidad masiva de datos con alta redun-
dancia. Es decir, para describir la estructura de una imagen es necesario suminis-
trar desde miles hasta millones de niimeros que representen colores y estos valores
tienden a repetirse con frecuencia. La informacion relevante se encuentra agru-
pada en el espacio (en una sola imagen) o tiempo (en una secuencia de imégenes).
Esto se traduce en la busqueda de métodos y reglas de organizacién para hacer
frente a la inmensa complejidad computacional presente en el tratamiento de los
datos acumulados y para unir la brecha entre los datos en bruto y la descripcién
simbdlica de los elementos de la imagen. El desarrollo de esta capitulo se apoya

fuertemente de [I], 12} [17].

4.1 Representacién Digital de Color

El propésito de un modelo de color (también llamado espacio o sistema de color) es
el de facilitar la especificacién de colores de alguna forma generalmente aceptada.
En esencia, un modelo o espacio de colores es una especificacién de un sistema
coordenado y un subespacio dentro de ese sistema, donde cada color se representa
por un solo punto. En la figura se puede apreciar la distribucién y, al mismo

tiempo, la semejanza entre los colores en cada uno de los distintos modelos [22].

31
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La mayoria de los modelos de color en uso estan orientados hacia la facilidad de
implementacién en el hardware. Los mas comunes son el modelo RGB usado
para los monitores y muchos tipos de cdmaras, el modelo CMYK usado para la
impresion a color. Los espacios de color que més se asemejan a la interpretacion
humana de la visién (pero atin es ampliamente discutido) son el HSI y HSV, pues

separan la informacién del color (tonalidad) y la intensidad de éste [22].

El proceso de seleccion de modelos de color se vuelve importante cuando se quieren
encontrar numéricamente pixeles de intensidades similares. Dado que los mode-
los de color son un sistema coordenado, la similaridad entre colores estd dada
como la distancia entre dos puntos y esta medida provista por algunos modelos no
concuerda en muchos los casos con lo que el ojo humano percibe como semejanza.

Debido a este problema, la seleccion de un modelo de color es, en general, un

problema dificil [12], 25].

G

\ | Magenta

Blue White

R— Black

Yellow

1V Saturation

FicuraA 4.1: Modelos o espacios de colores
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4.2 Construccion de Grafos Piramidales

En el tratamiento de problemas de vision, se comienza con el analisis del ele-
mento mas pequeno de una imagen; el pixel, y se continia con zonas més grandes
(como un conjunto de pixeles contiguos). A este enfoque se le llama procesamiento
de informacién local o distribuida porque es posible realizar el trabajo asignando
segmentos de la imagen a subprocesos independientes, sin embargo, esto no es
eficiente para problemas de visién de nivel alto o intermedio (de mayor comple-
jidad), porque estos procesos necesitan informacién que esté basada en los datos
de toda la imagen. A este tipo de informacion se le llama global o centralizada.
Por lo tanto, se requiere una estructura de datos que permita la transformacion
de informacion local (basadas en fragmentos o subimagenes) a informacién global
(basada en toda la imagen) y ser capaz de manejar informacién tanto distribuida
como centralizada. La piramide es tal estructura y se le conoce como arquitec-
tura jerdrquica. Esta permite que procesos que manejan informacién local puedan
hacer uso de informacién global. Se dice que la piramide cede posibilidades de
paralelizacion pero obtiene las ventajas del manejo jerdrquico de una imagen, es

decir a distintas resoluciones [12] [17].

Una piramide puede poseer la descripcion del contenido de una imagen a multiples
niveles de resolucién. Se tiene como el nivel base (nivel 0, inferior o el fondo de
la pirdmide) a la imagen de entrada original en alta resolucién . La cantidad de
informacién entre niveles sucesivos (superiores) se va reduciendo por un factor de
reduccion A > 1.0. Es decir, un factor de reduccion A = 2 reduce la cantidad de
informacién de un nivel a otro a la mitad. La relacién entre una celda (conjunto
de pixeles) en un nivel reducido (superior) con un conjunto de celdas en el nivel
directamente por debajo se le conoce como Ventana de reduccion. De esta manera,
los procesos locales independientes (y paralelos) propagan la informacién en todas
direcciones dentro de la pirdmide: Hacia arriba (a niveles superiores reducidos),
hacia abajo (a niveles anteriores a mayor resolucién) y lateralmente (en un mismo
nivel en la pirdmide). El contenido de una celda de baja resolucién, es decir, de

un nivel superior se computa mediante una funcién reduccion, cuyo argumento de
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entrada es la descripcion de las celdas en la ventana de reduccion. En ocasiones
surge la necesidad de extrapolar u obtener la informacién de las celdas de una
resolucién mayor (nivel inferior) a partir de las celdas de una resolucién menor

(o nivel superior). Esta funcién es llamada funcidn de refinamiento o expansion

12, 7).

La informacién de los niveles superiores debe estar relacionada con los datos de
entrada originales del nivel base de la pirdmide, es decir, la descripcién de la
celda de un nivel k con k£ > 0 debe estar basada en la informacién de los pixeles
correspondientes de la imagen original (nivel 0). A esta relacién se le identifica
como el campo receptivo (CR) de una celda piramidal dada. El campo receptivo

CR(¢;) une todas las celdas (pixeles) del nivel base de las cuales la celda ¢; es su

ancestro [17, [1].

La estructura vertical, las relaciones entre ventanas de reduccién y las imégenes

en diferentes resoluciones pueden observarse en la figura [4.2]

Basandose en la manera en que las celdas en niveles subsecuentes se unen, se dice

que existen dos tipos de piramides: Regulares e irregulares.

Estos conceptos estan fuertemente relacionados con la habilidad de la piramide
para representar patrones de figuras regulares e irregulares que recubren el plano

de la imagen. A estos patrones se les conoce como “teselados”.

(a) Estructura Vertical (b) Multiresolucién

FiGURA 4.2: Piramide
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4.2.1 Piramides Regulares

Una piramide regular, como su nombre indica, posee el mismo factor de reduccién
entre todos sus niveles y, de igual manera, las ventanas de reduccion se construyen
de la misma forma para todas las celdas. A esto se le llama factor de reduccion
constante y ventana de reduccion constante que definen completamente la estruc-
tura de la piramide regular. La proporcién decreciente de celdas de nivel a nivel
es determinada por el factor de reduccién. El nimero de niveles h esta limitado
por el factor de reduccién A > 1.0 donde h < log(tamano_imagen) /log(\). La
principal ventaja computacional de pirdmides regulares es debido a su complejidad

logaritmica.

Usualmente, las piramides regulares son usadas en planos con rejillas regulares que
poseen patrones que recubren toda la imagen, por tanto, la ventana de reduccién
es normalmente un cuadrado de n x n, esto significa que las celdas n x n estan
asociadas a una celda en un nivel mayor directamente por encima. Las pirdmides
regulares se describen usando la notacién n x n/\. De esta manera, por la rigida
estructura vertical, la pirdmide imagen regular es una estructura ideal para una
rapida agrupacion y un acceso veloz a los objetos de la imagen a través de la
imagen de entrada. Sin embargo, la representaciéon de una piramide regular de
una imagen desplazada, rotada y/o escalada no es unica y ademés no preserva la
conectividad. Esto hace que las piramides imagen regulares no sean adecuadas

para un algoritmo de segmentacion de proposito general.

4.2.2 Piramides Irregulares

A diferencia de las piramides regulares, las piramides irregulares carecen de un fac-
tor de reduccion constante que haga que las ventanas de reduccion se construyan
de igual forma para todas las celdas de un nivel y, por lo tanto, es necesario in-
dicar de forma explicita las relaciones de vecindad entre los pixeles para evitar
la aparicién de ventanas de reduccién traslapadas que produzcan aun mas redun-

dancia en los datos de la que, por naturaleza de las imagenes, ya existe. Describir
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estas vecindades (tanto verticales como horizontales) se hace usualmente mediante
formalismos de grafos. Una de las razones principales para usar piramides irre-
gulares es la de lograr invarianza con los desplazamientos. Otra justificacién es
que la irregularidad de la estructura permite las modificaciones necesarias para
adaptarse a la naturaleza también irregular de la organizacion de los sensores de
visién [12) 251 13 22] [7]. Esto puede verse en las resoluciones disponibles de la
mayoria de instrumentos de captura de imagenes, tanto médicos como conven-
cionales, que poseen rejillas de sensores (CCD o CMOS) de cantidad variable ya
sea en la proporcion entre sensores verticales y horizantes, o en la cantidad total

de estos.

Las piramides deben poseer las siguientes caracteristicas, sin importar si son re-

gulares o irregulares [12]:

1. Las operaciones sobre los datos de la piramide deben ser locales. Es decir,
el resultado puede ser calculado sin variacion independientemente del orden

en que sean aplicadas, para permitir la paralelizacion.

2. Reduccion o decimacién exponencial del nimero de celdas en la construccion

hacia arriba (Bottom-up) de la pirdmide.

Tanto la estructura general de la piramide regular como el proceso de reduccién
para obtener dicha estructura se determina por la ventana y factor de reduccién
de la piramide. Si se elimina esta restricciéon de regularidad, se tiene que definir
un procedimiento para derivar la estructura del nivel reducido G,; a partir de
G. Dicho de otra forma, se debe definir un método para contraer las celdas de

un nivel de la piramide.

Para definir este método, primero es necesario tener una representacion que per-
mita la manipulacion computacional de la imagen. Cada uno de los niveles de la

piramide corresponderd a una de estas representaciones.

Los grafos son una estructura de datos que permite describir de manera ideal una

imagen digital, donde cada punto (pixel) puede ser relacionado con un vértice.
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Por la flexibilidad que tienen los grafos, estos se vuelven un elemento esencial en
la construccion de las piramides. La ganancia que se obtiene con esta flexibil-
idad se paga con un acceso a los datos menos eficiente y un incremento en los

requerimientos de memoria.

Para poder expresar la conectividad entre puntos de la imagen, la representacion de
ésta debe ser ampliada con una relacién de vecindad. La vecindad de los puntos
de muestreo puede ser representada explicitamente mediante un grafo (por sus
aristas). El concepto puntos de muestreo se refiere a la toma de suficientes puntos

discretos en un espacio bidimensional continuo que representen una imagen.

El grafo puede consistir de vértices correspondientes a los pixeles o puntos de
muestreo, y de las aristas que conectan a los vértices vecinos. Aunque esta estruc-

tura de datos consume mas memoria, tiene varias ventajas [12]:

e Los puntos de muestreo no necesitan ser acomodados en una rejilla regular.

e Cada nodo y/o arista puede acompanarse por uno o mas atributos que lo

describan.

e Las aristas pueden ser determinadas automaticamente.

En las piramides irregulares, cada nivel representa una particion del conjunto de
pixeles en celdas, es decir, subconjuntos conexos de pixeles. Usualmente en el
nivel base (nivel 0) de una pirdmide imagen irregular, una celda representa un
solo pixel y la vecindad de cada celda esta definida por la cuadruple conectividad
de los pixeles, excepto en los pixeles correspondientes a las orillas, puesto que
por su posicién no tendrian vecinos superiores, inferiores o laterales. Una celda
en el nivel k 4+ 1 (padre) es una unién de celdas vecinas del nivel k£ (hijos). Las
vecindades del nivel £ + 1 se derivan de las vecindades del nivel k. Dos celdas ¢;

y ¢ son vecinas si existen pixeles p; € ¢; v pa € ¢o tales que p; v p2 son vecinos.

Un grafo dual es una representacion 1util que permite la simplificacion necesaria
para construir cada uno de los niveles en la piramide imagen irregular y ha sido

definido en el capitulo [2]
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4.2.3 Grafos Imagen Duales

Una imagen puede transformarse en un grafo de manera que cada pixel se asocie a
un vértice y que las vecindades horizontales y verticales entre pixeles se representen
mediante aristas. Hay que notar que no se imponen restricciones en cuanto a
las dimensiones de la imagen para la creacién de la rejilla de muestreo y, por
consiguiente, cualquier imagen puede ser transformada a un grafo. Ya que gene-
ralmente los grafos con aristas que representan las vecindades diagonales no son
planos, estas no se incluyen en la construccién de la piramide. La intensidad, el
color o cualquier otra caracteristica asociada al pixel puede ser considerada como
un atributo del vértice (y/o la arista). Al grafo que representa los pixeles de la
imagen y sus vecindades, se le llama grafo primal o grafo de vecindades y se denota
por G = (V, E) . Los pixeles representan regiones y el grafo G representa un grafo
con caras como vértices. El grafo dual G representa los bordes de estas caras y
se llama simplemente grafo dual. Formalmente, el par de grafos (G, G), donde
G = (V,E)y G = (V,E) se llaman grafos imagen duales si ambos grafos (G, G)
son finitos, planos, conexos y duales uno del otro. Dado que la imagen es finita y
conexa, el grafo también lo es. La representacién visual de la construccién de los
grafos imagen duales, desde una imagen muy sencilla (5 x 5 pixeles), se muestra

en la figura [4.3]

4.3 Contraccion de Grafo Dual

Las pirdamides irregulares se construyen de forma que un nivel k£ + 1 resulte de la
contraccién (dual) del nivel anterior k. La contraccion del grafo dual consiste de

2 pasos:

- Contraccién de una arista primal y remocién de su dual.

- Contraccién de una arista dual y remocién de su primal.
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(a) Imagen I de 5 x 5 pixeles (b) Grafo Primal G de I

(¢) Grafo Dual G (d) Grafos Imagen Duales

FicurA 4.3: Construcciéon de grafos imagen duales

La base de la pirdmide consiste del par de grafos imagen duales (Go, Gy). Para
proceder con la contraccion de grafo dual, debe definirse un conjunto de nicleos

de contraccién (pardmetros de decimacién).

4.3.1 Nucleos de Contraccion

Sea S el conjunto de vértices sobrevivientes de la contraccion de un nivel k£ a
k+ 1,y N el conjunto de aristas primales no sobrevivientes. El conjunto de com-
ponentes conexos CC(s) (Cap. [2), con s € S, forman un conjunto de estructuras
de drboles enraizados T'(s) que, si se contraen, se reducen a la raiz s. La cantidad
de estos drboles es |S|. La unién de arboles T'(s) contiene las aristas primales
no sobrevivientes. Cuando se omitan subindices en la notacién CC(s), esta se
referira a los componentes conexos correspondientes a la contraccién de un nivel
kak+1. T(s)esun drbol abarcador del componente conexo C'C(s) o, de forma

equivalente, (V, N) es un bosque abarcador del grafo G = (V| E'). Para decimar el
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grafo G = (V, E), se debe seleccionar el conjunto de vértices sobrevivientes S C V

y el conjunto de aristas primales no sobrevivientes N C E, de tal manera que [12]:

e (V,N) sea un bosque abarcador de G.

e Los vértices sobrevivientes s € S C V sean las raices de los arboles en (V, N).

El conjunto de nicleos de contraccién (Sk, Vi 4+1) consiste de un subconjunto de
vértices sobrevivientes S = Vi11 C Vi y un subconjunto de aristas primales no
sobrevivientes Ny x11 C Ej, (donde el subindice ;11 se refiere a la contraccion del
nivel k al k+ 1). Los vértices sobrevivientes son aquellos que no se modificardn
por la contraccién, es decir, después de la contraccion estos vértices pasaran a ser
el conjunto Vi, del grafo Gy, 1. Cada vértice no sobreviviente v € V;\ Sy debe
emparejarse a un vértice sobreviviente de forma tinica, usando aristas primales no

sobrevivientes [12].

Recopilando, un conjunto de arboles enraizados disjuntos con longitud de ruta dos,
pasando por la raiz, se llama conjunto de nicleos de contraccion. Analogamente,

los arboles T'(v) del bosque (V, N) con raices v € V son nicleos de contraccion.

La contraccion de una arista primal no sobreviviente consiste en la identificacion de

sus extremos y la remocion de la arista primal contraida y su dual correspondiente.

Es importante recalcar que (Sk, Nix+1) determina la estructura de la pirdmide
irregular. La relacién entre los dos pares de grafos duales (G, G%) v (Gii1, Grr1)

se establece por la contraccién de grafo dual como:

(Grs1, Gra1) = C [(Gr, Gr), (Sks Nigor1)) (4.1)

La contraccion de las aristas duales y eliminacion de sus primales tiene el papel
de limpiar el grafo primal, simplificando la mayoria de las aristas multiples y
bucles, pero no aquellas que rodean partes sobrevivientes del grafo, ya que son

necesarias para preservar la estructura. La contraccién grafo dual reduce el niimero



Capitulo 4. Grafos Piramidales 41

de vértices y aristas de un par de grafos duales mientras preserva las relaciones

topoldgicas entre las partes sobrevivientes [12].

Después de aplicar el algoritmo de contraccién grafo dual al par de grafos duales,
uno tiene que establecer una ruta que conecte dos vértices sobrevivientes en el

nuevo grafo resultante.

Sea G = (V, F) un grafo con pardmetros de decimacién (S, N). Una ruta en G se
llama una ruta de conexién entre dos vértices sobrevivientes s, s’ € S si consiste

de tres subconjuntos de aristas:

* La primera parte es una rama, posiblemente vacia del nicleo de contraccién

T(s).

* La segunda parte es una arista e € E\N que conecte a los dos ntcleos de

contraccion T'(s) y T'(s).

* La tercera parte es una rama, posiblemente vacia del nicleo de contraccién

7(s).

La ruta de conexién se denota por C'P(s,s’). La arista e (la parte media) se
llama el puente de la ruta de conexiéon C'P(s,s’). Cada arista ¢’ = (v,v') € Ejyq
tiene una ruta de conexioén correspondiente C'Py(s, s’), donde s,s" € S C Vj son
vértices sobrevivientes en el grafo Gy = (Vi, Ey). Esto significa que dos vértices
sobrevivientes s y s', con s # s’ que puedan ser conectados por una ruta C'Py(s, s')
en G estan conectados por una sola arista en Fj.;. Si el grafo G es conexo,
después de la contraccion grafo dual la conectividad se preserva en el grafo Gyq

[12).

El procedimiento detallado de la contraccién se muestra de forma esquematizada

en la figura 1.4
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Par de Grafos Duales (G, , Ek ) en el nivel k de la pirdmide

/

Grafo Primal

Gr = (Vg, Bg)

es dual de
€ —>

|

S

Grafo Dual
G = (Vi By)

I. Contraccién de arista primal y remocion de su dual

/

N

contraccién de arista primal en G g, y remocién de la arista dual correspondiente en G ,

G;C = Sk Ep\Ng k41)

es dual de

l

Gy = (Vi Ex\Ng 41)

II. Contraccién de arista dual y remocion de su primal

/

\Qemover toda v condeg(v) < 2

remocion de arista primal en G’ y contraccién de la arista dual correspondiente en G/

Gry1 = (Vg1 Prg1)

es dual de

|

l

Gry1=Vig1, Bypq)

Par de Grafos Duales (Gk+1 , EkJrl) enel nivel k& + 1 de la pirdmide

F1GURA 4.4: Procedimiento de contraccion de grafo dual

4.3.2 Nucleos de Contraccién Equivalentes

Es posible calcular cualquier nivel de una piramide directamente desde el nivel

base, combinando dos o més contracciones grafo dual. Inicialmente, puede cons-

truirse un nucleo de contraccion con base en dos ntcleos de contraccién de niveles

contiguos. A esto se le llama Nicleo de Contraccion Equivalente.

La estructura de Gy, estd determinada por G y los parametros de decimacién

(Sk, Nkk+1). Los vértices sobrevivientes de Gy a Giio son Sgi1 = Viio. Las

aristas de los nicleos de contraccion deseados deben estar formados por las aristas

Nig+2 C Ei. Una arista epyq = (Vpg1,Vpyq) € Nig1pr2 corresponde a una ruta

de conexién CPy(vp41,v),,) en Gy. Por definicién, CPy(vi11,v,,,) consiste de

una rama de Tj(vg41), una rama de Tj(vy, ;) y una arista sobreviviente e, € Ej,

conectando los dos nticleos de contraccion Ty (vig1) v Tr(vy ) [12].
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La funcién puente bridge : Ej,q — E) asigna a cada arista exy1 = (Vgp1, Wry1) €
Eiyq1 uno de los puentes e, € FEj de las rutas de conexion CPy(vgi1, Wei1):

bridge(egi1) = e.

Conectar dos estructuras de arboles disjuntas por una sola arista resulta en una
nueva estructura de drbol. Con la funcién recién definida, puede construirse N ;42
conectando todos los nicleos de contraccién Tj, mediante los puentes, formalmente
como:

Nk,k+2 == Nk,k+1 U U bTidg€(€k+1>

ek+1€NK41 k12
Este proceso puede repetirse sucesivamente para cualquier par de niveles k y &/, tal
que k < k’. Asi, es posible computar cualquier nivel de la pirdmide directamente

desde la base.

4.3.3 Grafo Dual Piramidal

Un grafo piramidal es una pirdmide donde cada nivel es un grafo G(V, E) que
consiste de vértices V' y aristas E que relacionan dos vértices. Para representar
correctamente la estructura del grafo en el plano de la imagen, se almacena adi-
cionalmente el grafo dual G(V, E) por cada nivel. Los niveles son representados

como pares (G, Gy) de grafos duales planos Gy y Gy..

La secuencia (G, G), donde 0 < k < h, se llama Grafo Dual Piramidal, donde 0
es el indice del nivel base y h es el indice del nivel de la cima, también llamado
la altura de la piramide. Adicionalmente, a los grafos se les asignan atributos de
forma G(V, E, attr,, attr.) donde attr, : V — RT y attr, : E — R". Esto significa
que el contenido de un grafo se almacena en atributos adjuntos a cada vértice y
arista[I2]. En general, un grafo piramidal puede construirse de forma bottom-up

(del nivel base al nivel més alto), como lo muestra el algoritmo [4.1]
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Algoritmo 4.1 Construccién de una piramide de grafo dual

Entrada: Grafos (G, Go)
1: Mientras sea posible mas abstraccion Hacer
2:  Determinar ntcleos de contraccion Ny 1.
3:  Realizar contraccion y simplificacién de los grafos duales.
4:  Aplicar funciones de reduccién para calcular el contenido del atributo del
nuevo nivel reducido.
5 k<« k+1
6: Fin Mientras
Salida: Grafo Pirdmide (G, Gy), 0 < k < h

4.4 Jerarquia de Particiones

En las piramides irregulares, cada nivel representa una particion del conjunto de
pixeles en celdas (subconjuntos conexos de pixeles). A la estructura formada por
niveles k41 reducidos con base en un nivel &, relacionados para permitir el acceso a
los datos ya sea de la base hacia la cispide o de la ctispide hacia la base, se le llama
jerarquia. Esta jerarquia de particiones (subconjuntos de pixeles recursivamente
construidos de los subconjuntos del nivel anterior) es una herramienta importante
para el particionamiento de imagenes ya que el criterio de homogeneidad esté na-
turalmente representado por las distintas regiones con fuertes semejanzas internas

en las que se busca dividir la imagen.

4.4.1 Arbol de Expansién Minima (MST)

La segmentacién tiene como fin encontrar agrupaciones naturales de pixeles (re-
giones), para esto es necesario encontrar una forma eficaz de particionar los pixeles
en regiones y de medir de alguna manera la semejanza entre ellos. Existen varios
métodos estocdsticos (relativos al azar) que eligen un conjunto de pixeles, en los
que posteriormente se realiza un analisis para particionar a los mismos en regiones.
Entre estos métodos se encuentran los algoritmos MIS y MIES[I8]. Estos algorit-
mos buscan un conjunto independiente maximal de los vértices de un nivel de la
piramide para luego seleccionar los elementos que desapareceran y que sobreviviran

en el siguiente nivel. Otro enfoque para seleccionar los vértices en cada iteracion es
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mediante uno de los problemas mas estudiados en las ciencias de la computacion:
Los arboles recubridores (abarcadores o de expansién) minimos (MST). Es posible
combinar los métodos estocasticos previamente mencionados y construir arboles

recubridores minimos (MST) a partir de los nodos resultantes.

El problema se define de la siguiente forma. Sea G = (V, E) un grafo conexo no
dirigido con un conjunto finito de vértices V' y un conjunto finito de aristas F.
Cada arista e € I es incidente con un par de vértices v;,v; € V tales que v; # v;.
Ademas, cada arista e € E estd asociada a un tnico peso w(e) = w(v;,v;) del
universo ordenado (se asume que todos los pesos son distintos pero los empates
pueden romperse arbitrariamente). Asi, se busca construir un arbol que contenga
todos los vértices de Gy cuyo peso total de sus aristas (o ramas) sea el minimo
posible. Nétese que los pesos de las aristas paralelas también se asumen diferentes,

esto es e; = (v;,v;), e2 = (v, V), €1 # €.

Algoritmo 4.2 Algoritmo de Boruvka

Entrada: Grafo G(V, E)
: MST < Lista de aristas vacia.
: Cada uno de los vértices v € V' hacen una lista de arboles L.
: Mientras haya més de un arbol en L Hacer
Para cada arbol T' € L, encontrar la arista e con el minimo peso que conecta
T a G\T y agregar arista e a MST.
5:  Usando la arista e, unir pares de arboles en L.
6:  Limpiar el grafo de bucles de ser necesario.
7: Fin Mientras
Salida: Arbol recubridor minimo (Subgrafo inducido de aristas en MST)

o I R

Aunque hay varios algoritmos para la construccién del arbol recubridor minimo,
se elige el algoritmo de Boruvka debido a que deja el camino abierto para aplicar
paralelizacion. Nétese que mientras mas grande se vuelva el arbol T procesado
dentro de la iteracién del paso 4 en el algoritmo [£.2] el proceso de encontrar la

arista con el minimo peso se vuelve mas tardado.

El algoritmo general de la contraccién del grafo dual (4.1)) crea la relacién vertical
entre niveles de la piramide al crear supervértices, es decir, crea la relacién padre-
hijo entre los vértices de un nivel k 4+ 1 (padre) y del nivel &k (hijo), mientras

que el algoritmo de Boruvka crea la relacién entre vértices del mismo nivel de
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la pirdmide (relacién horizontal). El algoritmo solo describe la construccion
del MST, mientras que el algoritmo incluye los pasos para contraer aristas
no sobrevivientes, eliminar aristas paralelas y bucles. El proceso de medicién de
caracteristicas similares entre pixeles que encuentra los bordes de cada region sera

discutido en la siguiente seccion.

Algoritmo 4.3 Algoritmo de Boruvka con DGC (Dual Graph Contraction)

Entrada: Grafo con atributos Go(V, E)
1: MST < Lista de aristas vacia.
2: k+ 0.
3: Repetir
4:  Para cada vértice v € Gy, encontrar la arista e € (G}, con el minimo peso
incidente en el vértice v y marcar las aristas e que seran contraidas.
5. 4. Determinar CC¥ como los componentes conexos de las aristas e marcadas.

6: 5. Contraer los componentes conexos CCF en un solo vértice y eliminar las
aristas paralelas (excepto aquella con el minimo peso) y los bucles. Crear el
grafo Gyy1 = C[Gy, CCF].

7 k+—k+1

8: Hasta que que todos los componentes conexos de GG estén contraidos en un

solo vértice.
Salida: Un grafo piramide con una ctspide.

4.4.2 Construccion de la Jerarquia de Particiones

Los criterios de semejanza dentro de las regiones de la imagen o criterio de ho-
mogeneidad surgen naturalmente dentro de la jerarquia de particiones. En [24] se

propone un predicado booleano P para representar un criterio de homogeneidad.

Sea V un conjunto, un predicado booleano P sobre sus partes ®(V') verifica la
propiedad de consistencia: Y(x,y) € ®(V) : z C y = (P(y) = P(z)). En
el andlisis de imagenes, esto equivale a decir que las subregiones de una regién
homogénea también son homogéneas. De esta manera, si Pyr es una jerarquia
y P es un criterio de homogeneidad consistente en V', entonces el conjunto de
elementos maximales de Py r que satisfacen P definen una tnica particién de V.
Como resultado, el uso combinado de la jerarquias y los criterios de homogeneidad

permiten definir una particién de forma natural.



Capitulo 4. Grafos Piramidales 47

El objetivo es encontrar particiones formadas de componentes conexas P, =
{CC(uy), ...,CC(uy,)} en el k-ésimo nivel de la piramide tal que estos elementos
satisfagan ciertas propiedades. Es importante especificar que P es una particion de
V' € G. Formalmente se define como Vi # j, CC;NCC; =0y que,_, , CC; =V.

Para verificar que los elementos de los componentes conexas cumplan propiedades

especificas, se usa una funciéon B de comparacién a pares definida como:

Verdadero Si existe frontera entre CC(u;) y CC(u;)
B(CC(u;), CC(uy)) =

Falso De otro modo.
(4.2)

La definicién especifica de la funciéon B depende de la aplicacién. En este proyecto,
la funcién booleana mide la diferencia sobre la frontera de dos componentes en
relacion a la medida de las diferencias internas de los componentes. Esta definicién
trata de encapsular la nocion de contraste: una zona contrastada es una region que
contiene dos componentes conexas cuyas diferencias internas (contraste interno)

son menores que las diferencias dentro de su contexto (contraste externo).

Para aclarar la notacién usada en los algoritmos, se tiene que cada vértice u € Gy,
es un representante de un componente conexo C'C'(u) de la particién Py. El nicleo
de contraccién equivalente Ny j(u) de un vértice u € Gy, es un conjunto de aristas
en el nivel base que se contraen. Es decir, al aplicar Ny ;(u) en el nivel 0 (base), se
contrae el subgrafo G’ C G y se convierte en el vértice u. El contraste interno de
CC(u) € Py esla disimilaridad mds grande dentro del componente CC(u), es decir,
el atributo de la arista mas grande de Ny (u) del vértice u € Gj. Formalmente se

denota:

Int(CC(u)) = maz{attr.(e),e € No(u)}. (4.3)

Sean w;,u; € Vi, u; # u; los vértices extremos de una arista e € Ej. El con-
traste externo entre dos componentes CC(u;), CC(u;) € Py es la disimilaridad
mas pequena entre el componente CC(u;) y CC(u;). Es decir, la arista con el

atributo mas pequefio que conecte Ngi(u;) y Nox(u;) de los vértices u;, u; € Gg.
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Formalmente, se denota:

Ext(CC(u;), CC(uj)) = min{attr.(e), e = (u;, u;) : u; € Nog(u;) Auj € Nog(us)}
(4.4)

Y e _
Gy u;

Gr1 _:i;ih_,(_ )
. maxqatir.(.
max{attr.(.)} ~ Int(CC))
= Int(CC;) o

min{attr.(.)}
= Ext(CC;,CCy)

FicuRrA 4.5: Contraste interno y externo

Con los contrastes internos y externos definidos, ahora es posible definir formal-
mente la funcién booleana de comparacién entre componentes:

V Si Ext(CC(u;),CC(u;)) > PInt(CC(u;), CC(u;
B, CClu) (CC(w),CC(w)) > PIn(CC(w), CC(w,)

F De otro modo.
(4.5)

Donde PInt(CC(u;), CC(u;)) es la diferencia minima del contraste interno entre

dos componentes:

PInt(CC(u;),CC(uj)) = min(Int(CC;) + 7(CCy), Int(CC;) + 7(CCy))  (4.6)

Para simplificar la notacién, CC; = CC(u;) y CC; = CC(u;). Gréficamente, se
pueden representar las funciones de contraste externo e interno como se tiene en

la figura [4.5]

Para que el borde exista, la diferencia del contraste externo debe ser mayor que las

diferencias del contraste interno. La razén para usar una funcién de umbralizacién
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7(CC) en la ecuacién es que, para componentes pequenos CC, Int(CC') no es
un buen estimado de las caracteristicas locales de los datos. En un caso extremo,
cuando |CC| =1, Int(CC) = 0. Cualquier funcién no negativa de un componente
individual CC', puede ser usado para 7(C'C'). Uno puede definir 7 para que dependa
del tamano de C'C"

a

7(CC) = cc (4.7)

Donde |CC| denota el tamano del componente C'C'y « es una constante.

Algoritmo 4.4 Jerarquia de particiones
Entrada: Grafo con atributos Go(V, F)
1: k<« 0.
2: Repetir
3:  Para todo vértice u € GG, Hacer

4: Erin(u) < argmin{attr.(e)|e = (u,v) € Ex 0 e = (v,u) € Ey}.

5. Fin Para

6: Para todo e = (u;,u;) € Eppp con
Ext(CC(u;),CC(uy)) < PInt(CC(u;), CC(u;)) Hacer

7 Incluir e en las aristas de contraccion Ny j41.

8:  Fin Para

9:  Contraer grafo G con los ntucleos de contraccion Nijy1 @ Gryr =
C|Gr, Nyt

10: Para todo ey, € Gy Hacer

11: attre(egs1) < min{attre(ex)|ex+1 = ClGry Nk g+1]}-

12:  Fin Para

130 k+k+1

14: Hasta que G;, = G;_;

Salida: Un grafo pirdmide con regiones de adyacencia (RAG Region Adjacency
Graph).

Finalmente, para construir la jerarquia de particiones se utiliza el algoritmo |4.4)
En la linea 4 de se tiene la funcién argmin aplicada sobre un conjunto de
atributos de aristas, que devuelve la arista de menor peso de un vértice u y se define
formalmente como argmin{attr.(e)le = (u,v) € Ex 0 e = (v,u) € Ex} = ¢e* € E},
donde attr.(e* < attr.(e), Ve inEj tal que e = (u,v) o e = (v,u). Cada vértice
u; € Gy define a una region conera C'C(u;) en el nivel base de la pirdmide y dado
que este algoritmo estd basado en el algoritmo de Boruvka , se construye un
MST de cada regién. Formalmente, Ny (u;) = MST(u;). La idea es recolectar las

aristas e con los atributos mas pequenos que podrian ser parte del MST y después
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verificar si el peso del atributo attr.(e) es menor que el contraste interno de ambos
componentes (MST de los vértices extremos de e). Si se cumplen estas condiciones,
entonces estos dos componentes se mezclan. Todas las aristas a contraerse forman
el nicleo de contraccién Ny 41 usado para construir el grafo Gy = C[Gy, Nk g11)-

En general, Nj 41 es un bosque.

Los atributos de las aristas exy; € Gy se actualizan con el minimo atributo de
las aristas e, € Gy que se contrajeron en e;y;. La salida del algoritmo es una
pirdmide donde cada nivel representa un grafo de regiones de adyacencia (o RAG
de Region Adjacency Graph , es decir, particiones. Cada vértice de estos RAG es
el representante de un MST de una region en la imagen. Se dice que el algoritmo
es voraz [17, 25] ya que junta un vértice sélo con el vecino més cercano cuyo peso

de la arista incidente es minimo y los mezcla si la comparacién por pares es falsa.

En [25] se demuestra que el algoritmo construye un arbol recubridor minimo
(MST), es decir, estd basado en el algoritmo de Boruvka (4.3) si se omite la

comparacion por pares como criterio de contraccién.

En la figura (a) se puede observar, de forma muy simplificada, el proceso de
construccién de la piramide, que comienza con la creacion del grafo imagen primal
y posteriormente la contraccion primal y dual. Aunque la contracciéon dual no se
muestra explicitamente, se muestran los resultados de ésta en el grafo primal. En la
figura (b), se muestra el procedimiento para obtener la representacion en imagen

de alguno de los niveles de la piramide que corresponde a una segmentacion.
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Imagen
Original

(a)

F1GURA 4.6: Construccion de pirdmide y obtencién de segmentacién.




Capitulo 5

Implementacion y resultados

5.1 Implementacion

La implementacion del algoritmo para la construccion de jerarquias, que com-
prende la contraccion grafo dual y la construccién de un MST por cada com-
ponente conexa, mencionado en el capitulo {4f se hizo en el lenguaje C# bajo el

sistema operativo Windows 7 y también funciona en Windows XP y Vista.

Las pruebas de la segmentacion fueron realizadas en imagenes a color y en escala
de grises. Inicialmente, cada pixel corresponde a una regiéon homogénea en la
base de la piramide, es decir, cada vértice en la base de la piramide representa
una regién homogénea cuyo atributo es el valor de su pixel correspondiente. Los
atributos de las aristas difieren con base en el espacio de color utilizado. Si se elige
el espacio RGB, el atributo de cada arista se define como la norma euclidiana de

la diferencia del atributo de sus vértices extremos. Formalmente es:

attr(ui, u;) = ||F(w;) — F ()] (5.1)

52
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Donde F(u;) = (74, gi, b;),Vr, g,b € N[0,255]. La norma euclidiana para un vector

de n dimensiones se define como [10]:

=] = (5:2)
Si se elige el espacio HSV, el atributo de cada arista se define como [19]:
HF(ui)—F(u]-)H
e 71 (5.3)

Donde F(u;) = (vi,v;- ;- sin(hy),v; - s;-cos(h;)) [12,0] con 0 < h <27, 0<s <1,
0 <wv <1, Vh,s,v € R. Los valores h, s,v se obtienen de la conversién de los

valores r, g, b correspondientes usando los algoritmos propuestos en [16], [11].

La funcién 7(C'C) (ecuacién , dependiente del tamano del componente, posee
un parametro « suministrado por el usuario que funge como constante durante
todo el algoritmo de segmentacion y sirve para cambiar la influencia que tiene
un componente en proporciéon a su tamano. Es decir, mientras mas grande sea
a, el resultado de la funcién es mayor para las componentes de menor tamano y
provoca que - al comparar componentes diferentes - el de mayor tamano absorba
al mas pequeno. Es importante recalcar que, debido al cambio de rangos en los
atributos de las aristas si se utiliza uno u otro espacio de colores, la influencia de
la funcién 7(CC') en la comparaciéon de componentes cambia drasticamente. Con
un parametro « bien ajustado, la funcién 7(C'C) permite trabajar atin con ruido
o zonas de tamano reducido que son muy contrastantes con su contorno pero que,
visiblemente, no son lo suficientemente importantes para ser considerados como
regiones. El contraste maximo interior de un componente, en niveles iniciales
de la pirdmide (donde el orden de sus componentes es relativamente pequeno),
es directamente proporcional al resultado de la funcién 7(CC). Por lo tanto, se
incrementan las probabilidades de que un componente pequeno sea contraido con

uno de mayor tamano, aunque visiblemente se contrasten.
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Tanto la decisién de una funcién 7(C'C') como la de un espacio de colores son
problemas, por si mismos, dificiles. Elegir una funciéon 7 que influya de manera
deseable a los valores numéricos que suministra el espacio de colores requiere de

un gran cantidad de experimentacion.

Para mejorar la calidad de la segmentacion y evitar la influencia de vértices con
colores muy diferentes en un componente, se aplicé una técnica de eliminacion de
ruido simple en el que se eliminan los colores de menor y mayor intensidad de un
grupo ordenado de nueve pixeles (en una méscara de 323 alrededor de un pixel

central).

5.2 Resultados

5.2.1 Mediciones

Se realizé un numero considerable de pruebas con imagenes de diferentes dimen-
siones. El menor ntimero de pixeles con el que se trabajo fue de 14,280 y co-
rresponde a una imagen con dimensiones en pixeles de 170 x 84. Por otro lado,
la imagen segmentada més grande posee dimensiones en pixeles de 768 x 512, es
decir, 393,216 pixeles. El tiempo y espacio de procesamiento que se requirié para
segmentar las imagenes que se muestran en esta seccion, se detalla en la tabla

y la conducta de estos valores se muestra en las gréficas de la figura [5.1]

Dimension | Pixeles | Tiempo | Memoria
170 x 84 | 14,280 | 2.9s. 47.1 MB
128 x 128 | 16,384 | 2.6 s. 90.4 MB
370 x 278 | 102,860 | 16.5 s. 259 MB
400 x 300 | 120,000 | 19.4s. | 276.5 MB
481 x 321 | 154,401 | 25.3s. | 364.7 MB
512 x 512 | 262,144 | 42.3s. | 626.1 MB
765 x 508 | 388,620 | 92.6 s. | 1,265.5 MB
768 x 512 | 393,216 | 61.8s. | 1,344.5 MB

TABLA 5.1: Mediciones de segmentacion.
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FicUura 5.1: Curvas que describen la conducta de la memoria requerida y el
tiempo de cémputo de la técnica propuesta.

5.2.2 Segmentacion de propdsito general

Las segmentaciones, basadas en piramide irregulares, que se presentan a conti-
nuacion fueron aplicadas en imagenes que se encuentran en bases de datos espe-
cializadas para el procesamiento digital y en la comparacién de resultados (bench-
marking) de algoritmos de segmentacién y detectores de bordes [15, 8, 5]. Esta
base de datos contiene gran cantidad de imagenes que han sido segmentadas por

humanos y por técnicas propuestas por otros autores. Los resultados de este
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trabajo de tesis son comparados especificamente con la técnica de segmentacién
inducida por invarianza de escala, debido a que comparten la caracteristica con
la técnica de este trabajo, de entregar regiones cerradas como resultado. A pesar
de que la segmentacion mediante grafos piramidales es de propdsito general, es
decir, puede aplicarse a cualquier tipo de imagen, hay que hacer notar que no
es efectiva en todos los casos. En cada uno de los resultados incluidos en esta
seccién, se presenta la imagen original, la segmentacion en con norma en RGB, la
segmentacion con norma HSV y un resaltado de bordes correspondiente para cada
segmentacion. El parametro de la funcion 7 para ambos espacios de colores es de
300 y el pardmetro o de escalamiento en el espacio de colores HSV es de 0.01.
La segmentacién corresponde a un solo nivel de la piramide, el cual se encuentra

indicado entre paréntesis en su figura correspondiente.

Puede observarse que la segmentacion RGB resultante de las imégenes en la
figura delimita completamente la regién correspondiente del objeto completo,
mientras que la segmentacién HSV identifico regiones diferentes que componen al
mismo. En este caso se diferencio la superficie externa de la interna del tazén. Sin
embargo, en ambos casos, la semejanza numérica entre el color del tazén (café) y
el color del fondo (negro) provocéd que el orificio correspondiente al asa del tazén
se haya perdido. En el caso de la figura[5.3] la regién correspondiente a la taza
contiene la region de la figura impresa en ambas segmentaciones. Se debe recalcar
que en la segmentacion HSV, la diferencia de tonos en la manzana provocd que
parte de ésta se mezclara con la taza, no obstante el area correspondiente a toda
la taza fue unificada en una sola region, mientras que en la segmentacién RGB no

fue posible.

La figura muestra la capacidad de la técnica para encontrar regiones en ima-
genes donde los colores que la componen tienen un cambio gradual, aunque una
misma regién tenga colores cuya diferencia sea demasiada. Este caso puede verse
en la regién izquierda de la figura[5.4f(e)o[5.4(f): Una sola region estd compuesta de
colores extremos (blanco y negro). También se muestra el proceso de construccién
de la pirdmide (5.4(a), [5.4(b), p.4[(d), p.4(e)), en donde los niveles anteriores a la

segmentacion final agrupan los colores mas parecidos.
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(a) RGB (22) (b) Bordes (RGB) (c) HSV (20) (d) Bordes (HSV)

(e) Original

FIGURA 5.2: Segmentacion en “Object11”

(a) RGB (21) (b) Bordes (RGB) (c) HSV (20) (d) Bordes (HSV)

»

(e) Original

FIGURA 5.3: Segmentacion en “Object)5”
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) RGB ( ) RGB ( ) RGB (
) HSV ( ) HSV ( ) HSV (

(g) Original

FIGURA 5.4: Segmentacién en “Rampa”

Las imagenes mostradas en las figuras y son de una complejidad mucho

mayor por la cantidad de regiones presentes en la imagen.

5.2.3 DGC vs Benchmarks

Aqui se muestran los resultados obtenidos al aplicar la técnica de segmentacién
elaborada en este proyecto y sus respectivas comparaciones con las segmentaciones
alojadas en [0]. Estas corresponden a segmentaciones realizadas por sujetos hu-
manos y por el algoritmo de segmentaciéon mencionado anteriormente que sirve
de referencia. Debe recalcarse que es el objetivo de la segmentacion de propdsito

general la de alcanzar la segmentacién humana.

Por inspeccién, puede notarse en la figura que los resultados obtenidos por
la técnica propuesta se asemejan en gran medida a la segmentacién humana y
distinguen mejor la separacién entre el fondo de la imagen y la estructura de las
ramas que el algoritmo de referencia. Sin embargo, se producen artefactos en el

area correspondiente al cielo e incluso une parte de la rama con este.
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(d) HSV (24)

FIGURA 5.6: Segmentacion en “Monarch”

La imagen de la figura [5.8| es notablemente compleja y un problema dificil para
técnicas de segmentacion de propédsito general. Mientras que un humano es ca-
paz de distinguir las partes mas importantes de un rostro (ojos, nariz, boca, etc.)
por su forma o posicién (caracteristicas también usadas por algoritmos de re-
conocimiento facial), las técnicas de segmentacién de propdsito general no cuentan
con ese tipo de informacién tan especifica y en los resultados puede verse como
diversos factores, tales como la iluminacion de la escena o la heterogeneidad de las
caracteristicas faciales, pueden causar problemas en la abstraccién de los elementos

del rostro.
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En la imagen de la figura [5.9) se puede observar nuevamente que los resultados
obtenidos por la técnica elaborada en este trabajo se acercan mas a la segmentacién
humana que el algoritmo de referencia en [5]. No obstante, se pueden identificar

mas artefactos en las areas correspondientes al piso y a la pared del fondo.

5.2.4 Segmentacion en fotografia ocular

La fotografia ocular, también llamada retinografia, fotografia de fondo o fotografia
retinal permiten capturar imdgenes de la estructura del ojo (retina, mécula, fovea y
disco éptico) y observar el sistema circulatorio del mismo [23]. La fotografia ocular
es ttil en el diagnéstico de una gran variedad de condiciones anormales, tales como

lesiones fisicas (raspaduras y quemaduras), inflamacién, glaucoma, leucoma, etc.

Debido a las caracteristicas de la técnica, dependiendo de la condicion, la infor-
macién de interés podria quedar localizada en alguno de los niveles de la pirdmide.

Cuando el diagndstico se centra en el examen del sistema circulatorio (ver figuras

(5.10, [5.11}|5.12)), es decir, detectar anormalidades en alguno de los vasos sanguineos

o encontrar lesiones relativamente pequenas, la informacion de interés se conserva
en los niveles intermedios de la pirdmide y se pierde en los niveles finales debido
a que las arterias indican las fronteras entre regiones y aquellas desaparecen en
las contracciones. En el caso de lesiones fisicas grandes o anormalidades que se
extienden a lo largo de la estructura ocular (ﬁgura, como el desprendimiento
de retina, la informacion de interés se encuentra en los niveles finales de la seg-
mentacién. Debido a una serie de factores, como la estructura irregular de los
organos, las cercania de los valores numéricos que los instrumentos de captura de
imdgenes suministran para describir algin fenémeno fisico (distancia, densidad,
etc.), y la diferencia natural que existe en la formacién de los érganos y tejidos
de una persona a otra, hacen que la segmentacién de imagenes médicas sea un

problema sumamente dificil.

Los resultados obtenidos al aplicar la técnica propuesta se muestran en las figuras
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(d) Regiones RGB (25) ( ) Bordes (RGB)

Vi

il
‘ﬁ“f/’*"

(f) Regiones HSV (25) ) Bordes (HSV)

FIGURA 5.7: Comparacién de resultados del objeto 42049 en [5].
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(b) Seg. humana (¢) Regiones RGB (21) (d)

o8]

ordes (RGB)

(e) Benchmark (f) Regiones HSV (23)

F1curaA 5.8: Comparacién de resultados del objeto 189080 en [5].
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(e) Benchmark (f) Regiones HSV (13) (g) Bordes (HSV)

FIGURA 5.9: Comparacién de resultados del objeto 227092 en [5].
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Ademas de obtener las regiones que componen la estructura de la retina, es posible
notar diferentes detalles de los vasos sanguineos como decoloracion repentina que
podria significar alguna condicién anormal. En la figura|s.10|(a), se puede apreciar
facilmente una discontinuidad de la arterias localizada en la parte superior derecha
de la zona central mientras que, en la imagen original, este mismo detalle no se
puede observar. Dicho resultado corresponde a la acumulacién de liquido debajo
de la retina y su posterior fuga en la capa de los vasos sanguineos. Cuando existe
dicha fuga, en los niveles inferiores/medios de la pirdmide ocurre la contraccién de
los componentes conexos correspondientes a la fuga y a la arteria, causando una
decoloracién visible en la segmentacion. Este fendmeno en la retina se le conoce

como coroidopatia serosa central y provoca pérdida parcial de la vision.
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(a) Seg. HSV (10) (b) Reg. resaltadas HSV

(c) Seg. RGB (10) (d) Reg. resaltadas RGB

(e) Original

FIGURA 5.10: Segmentacién en fotografia ocular 1 (con coroidopatia serosa
central)
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(a) Seg. HSV (11) (b) Reg. resaltadas HSV

(c) Seg. RGB (10) (d) Reg. resaltadas RGB

(e) Original

FIGURA 5.11: Segmentacion en fotografia ocular 2 (retina normal)
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(a) HSV (9) (b) Reg. resaltadas HSV

(c) RGB (11) (d) Reg. resaltadas RGB

(e) Original

FIGURA 5.12: Segmentacion en fotografia ocular 3 (retina normal)
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(c) Orignal

FIGURA 5.13: Segmentacién en fotografia ocular 4 (retinopatia diabética ede-
matosa)



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

6.1 Conclusiones

Los resultados obtenidos en la distintas imagenes, mostrados en el capitulo 5| y
comparados con otras técnicas permiten visualizar las ventajas y desventajas del
algoritmo de contraccién en diferentes situaciones. Sin embargo, cuando se habla
de iméagenes médicas, no hay ninguna base de datos que permita la comparacién
y medicién objetiva de los resultados, por lo que el andlisis final se hace mediante
inspeccién regular. La contraccién en imagenes médicas tiene un mejor resultado
cuando se utiliza el espacio de colores RGB, mientras que en imagenes generales,
donde hay mas variedad de colores, el espacio de colores HSV identifica las regiones
de una forma més natural. Una cantidad de ruido sustancial (pero imperceptible
para el ojo humano) empeora la calidad final de la segmentacion, a pesar de la
influencia de la funcién 7 y un preprocesamiento de la imagen a tratar resulta ser
muy beneficioso. Cuando hay una gran cantidad de regiones de colores parecidos
pero visiblemente distinguibles unas de otras, la segmentacién en la piramide se
torna en un problema muy dificil y dos fenémenos pueden llegar a presentarse en

este caso:

70
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e Construccion de la pirdmide de forma parcial, es decir, a pesar de haber
una gran cantidad de vértices en el tltimo nivel, ningin par de componentes

conexos cumplen la condicién de mezcla.

e La norma entre puntos del espacio de colores elegido marca una diferencia

notable pero que visualmente es practicamente imperceptible.

El primer fenémeno puede enfrentarse verificando el niimero de contracciones rea-
lizadas por nivel e ignorar por ese nivel la condiciéon de contraste. De esa manera,
forzosamente se realizan contracciones de aristas minimas, es decir, de colores
semejantes. No obstante, mientras mas alta sea la piramide, los vértices sobre-
vivientes poseen colores cada vez mas diferentes y estas contracciones forzadas dan
lugar a unién de regiones que perceptualmente no se consideran naturales. Ambos

fenomenos dan lugar a artefactos en las segmentaciones.

6.2 Trabajo a futuro

Para la comparacion analitica y objetiva de los resultados de la técnica sobre otros
algoritmos, es necesario en el futuro incluir los valores numéricos que describen la
precisiéon y semejanza con los resultados humanos, como se menciona en [5]. Es
posible profundizar la experimentacion de la técnica de segmentacion sobre diag-
noésticos especificos en imagenes médicas, asi como la variacién de los parametros «
y o para mejorar los resultados obtenidos. Ademaés de la mayor experimentacion en
distintos tipos de imagenes, también es posible trabajar en las siguientes mejoras

sobre el algoritmo utilizado:

e Funciones 7 mas flexibles, que sean capaces de describir de una manera mas
adecuada la influencia de ciertos tipos de componentes conexos sobre otros,

ya sea por su tamano, posicién, forma, etc.

e La eleccion de otros espacios de colores que reflejen mejor las similaridades

entre colores, como CIELAB, entre otros.
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e Agregar técnicas de entrenamiento al algoritmo, tales como suministrar la
posicién, tamano o colores dominantes de la clase de objetos de mayor interés

en la imagen.
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Contracciéon Grafo Dual mediante el algoritmo de

Boruvka

//Contraccion de nivel n a n+l (Jerarquia de Particiones)
public int contraccionN_Npil(int Sel){

int maxComponente = O;

bool boruvka = Boruvka, contraste = Contraste;

//Se crea nuevo nivel de la pirdmide idéntico al anterior
//y se realizan las operaciones sobre aquel
GrafosPrimales.Add(GrafosPrimales[nivelAct] .Duplicar());
GrafosDuales.Add(GrafosDuales[nivelAct] .Duplicar());
nivelAct++; //13.- k <- k+1

if(nivelAct > 1)

{
int numVerticesAnt = GrafosPrimales[nivelAct-2].numeroVertices;
int numVerticesAct = GrafosPrimales[nivelAct-1].numeroVertices;
int dif = numVerticesAnt - numVerticesAct;
if (dif < 6)
contraste = false;
}

//Se realiza la contraccidén con los nicleos de

//contraccion que se obtienen con el algoritmo de

73
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// Jerarquia de Particiones (Algoritmo 4)

// 3.- Para todos los wértices en Gk

//Aqui pueden aplicarse métodos estocdsticos
//de seleccion de Vértices

DateTime ini = DateTime.Now;

List<VerticeP> verticesGk;

//Seleccion de método estocdstico de vértices

if (Sel == 0 && !Completa)

{
verticesGk = GrafosPrimales[nivelAct] .MIS();
mensajes.Items.Add("Seleccién de Vertices: MIS");

}

else

{
verticesGk = GrafosPrimales[nivelAct].vertices.Values.ToList();
mensajes.Items.Add("Seleccién de Vertices: Todos");

}

HashSet<int> aristasMinimas = new HashSet<int>();
//Paso de Boruvka (bisqueda de aristas minimas)

if (!boruvka)

{

foreach (VerticeP v in verticesGk)

{

foreach(AristaP e in v.aristasIncidentes())
if(e.Verticel !'= e.Vertice2)
if(laristasMinimas.Contains(e.Identificador))
aristasMinimas.Add(e.Identificador) ;

}

}

else
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{
foreach (VerticeP v in verticesGk)
{
//Suponiendo que st Emin(u) ya estd en Emin, entonces
//se agrega el siguiente Emin(u) a Emin.
Emin(v, aristasMinimas);
} //5.- Fin Para
}

//6.- Para todo arista en Emin cuyo contraste externo

// sea menor a su contraste interno.

//Componentes conexos de nivel K a K+1
Dictionary<int, GrafoP> ComponentesConexosK_Kpl
= new Dictionary<int, GrafoP>();

GrafoP CC1, CC2, CCkl, CCk2;

foreach(int idAr in aristasMinimas)

{

AristaP e = GrafosPrimales[nivelAct].arista(idAr);

int vi e.Verticel;
int v2 = e.Vertice2;
//0Obtencion de los Componentes Conezxos CO,k

//en los que se encuentran vl y v2

CC1 = CC(v1);

Ccc2

CC(v2);
//0Obtencion de los Componentes Conexos Ck-1,k
//en los que se encuentran vl y v2

CCk1

CC(vl, ComponentesConexosK_Kpl);
CCk2

CC(v2, ComponentesConexosK_Kpl);
if (!(CCkl.vertices.ContainsKey(v2) ||

CCk2.vertices.ContainsKey(v1)))
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{
float contrasteInterno = pInt(CCl, CC2);
//Condicion de contraste entre CC
if (!contraste)
{
mezclaCC(CC1, CC2, e);
if (maxComponente < CC1l.numeroVertices)
maxComponente = CCl.numeroVertices;
mezclaCC(CCkl, CCk2, e, ComponentesConexosK_Kpl);
}
else
{
float contrasteExterno = Ext(CC1l, CC2);
if (contrasteExterno <= contrastelnterno)
{
//7.— Incluir e en el niucleo de contraccion N_k,k+1
mezclaCC(CC1, CC2, e);
if (maxComponente < CCl.numeroVertices)
maxComponente = CCl.numeroVertices;
mezclaCC(CCkl, CCk2, e, ComponentesConexosK_Kpl);
}
}
}

//8.- Fin Para

int contracciones = 0;

//9.- Contraer Grafo Gk con nmicleo de contraccion N_k,k+1
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//10.- Para toda arista en G_k+1
foreach (GrafoP CCk in ComponentesConexosK_Kpl.Values)
{
foreach (AristaP eC in CCk.aristas.Values)
{
contraerAristaPrimal (eC) ;

contracciones++;

VerticeP vS = null;

//Vértice Sobreviviente

foreach (VerticeP v in CCk.vertices.Values)
if (GrafosPrimales[nivelAct].vertices

.ContainsKey(v.Identificador))

vS = GrafosPrimales[nivelAct] .vertice(v.Identificador);

break;

if (vS != null)
{
float r =0, g =0, b =0;
int numTotal = O;
foreach (VerticeP vAnt in CCk.vertices.Values)
{
VerticeP vH =
GrafosPrimales[nivelAct - 1].vertice(vAnt.Identificador);
//Identifica el vértice representante
//del Componente Conezxo
vH.Padre = vS.Identificador;

//Calcula el umero de pizeles que representa el CC
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numTotal += vH.tamanoComponente;
}
//Calcula promedio ponderado de los colores de los pizeles
//del CC
foreach (VerticeP vAnt in CCk.vertices.Values)
{
VerticeP vH =
GrafosPrimales[nivelAct - 1] .vertice(vAnt.Identificador);
float coef = vH.tamanoComponente / (float)numTotal;
r += vH.Red * coef;
g += vH.Green * coef;
b += vH.Blue * coef;
+
//Asigna el promedio al vértice representante
vS.tamanoComponente = numTotal;
vS.Red = (byte)Math.Round(r);
vS.Green = (byte)Math.Round(g);
vS.Blue = (byte)Math.Round(b);

HashSet<int> nucleoContraccionD;
do
{
nucleoContraccionD = new HashSet<int>();
Dictionary<int, VerticeD> vDuales =
GrafosDuales[nivelAct] .vertices;
foreach (VerticeD v in vDuales.Values)
{
int grad = v.grado();

if (grad < 3)
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//Contrae la arista que NO corresponde

//a las de memnor wvalor

List<AristaD> aristas = v.aristasIncidentes();
List<AristaP> arParalelas = new List<AristaP>();

foreach (AristaD e in aristas)

{
AristaP ep =
GrafosPrimales[nivelAct] .arista(e.Identificador);
arParalelas.Add(ep);

}

//11.- Heredar a las aristas de G_k+1, el minimo peso
//de las aristas que se contraen en G_k
//attr_e(e_k+1) <= min{attr_e(e_k)
/7 | e_k+1 = Cle_k,N_k,k+1]}
while(arParalelas.Count > 1)
{

float max = arParalelas[0] .Peso;

int emax = O;

for (int i = 1; i < arParalelas.Count; i++)

{
if (arParalelas[i].Peso > max)
{
max = arParalelas[i] .Peso;
emax = i;
}
}

if (!'nucleoContraccionD.Contains

(arParalelas[emax] .Identificador))



Apéndice A. Cddigo de Programa 80

nucleoContraccionD.Add

(arParalelas[emax] .Identificador) ;

break;
}
else
{
arParalelas.RemoveAt (emax) ;
}

foreach (int Arista in nucleoContraccionD)
{
contraerAristaDual (Arista);

contracciones++;

}

} while (nucleoContraccionD.Count > 0);

//14.- Hasta que G_k = G_k+1

//S% no hay contracciones en el grafo primal o dual

//entonces Gk = Gk+1

if (contracciones == 0)

{

GrafosPrimales[nivelAct - 1].limpiaPadre();
GrafosPrimales.RemoveAt (nivelAct) ;
GrafosDuales.RemoveAt (nivelAct);

nivelAct--;

//S% en la seleccidon de vértices no se aplica MIS
//y mo hubo contracciones, se termina la construccion

//de la pirdmide, pues Gk = Gk-1
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if (Completa)
{

return -1;

X

//S% st se aplicé MIS y no hubo contracciones, se indica
//que la prézima contraccidn se aplique en todos los
//vértices

Completa = true;

else

Completa = false;

return nivelAct;

}
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