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Capitulo 1

Introduccion

El presente proyecto trata de computacién cuantica. La computacion cuantica consiste
en el estudio del procesamiento de la informacién utilizando los sistemas de la mecanica
cuantica. La mecanica cuantica es un marco matematico; es decir, un conjunto de teoremas
para la construccién de teorfas fisicas [10].

Cabe mencionar que en este trabajo de investigacién se mencionaran algunos conceptos
fisicos de la mecanica cudntica, sin embargo, debemos aclarar que nuestra propuesta no se
enfocard a los aspectos fisicos (hardware) de la computacién cudntica, sino que tocard lo
referente a los algoritmos (software) que se pueden implementar en una computadora
cuantica.

La informacion que se presenta en este capitulo, se basa en su mayor parte en el libro de
Nielsen y Chuang [10].

Los origenes de la computacién cuantica estan basados en las ideas de Richard Feymann,
quien en 1982, usé los conceptos de la mecédnica cuantica para hacer calculos de forma
eficiente y répida [6]. Podemos decir que la computacién cudntica es un conjunto de
normas dentro de un marco tedrico; es decir, el arte de usar un conjunto de postulados
bésicos que rigen la teoria de la informacion cuantica, en nuestro caso en especifico del
software cuédntico.

La popularidad de la computacién cuantica se vidé incrementada con el descubrimiento
de un algoritmo cuantico eficiente para la factorizacién de niimeros enteros muy grandes,
disenado por Peter Shor en 1994, este suceso cuestiond la fortaleza de los algoritmos
criptograficos que basan su seguridad en la dificultad para factorizar un nimero entero
muy grande.

Después del algoritmo cuantico de Shor, le sigue en importancia el algoritmo cuantico de
Grover que sirve para hacer busquedas en bases de datos llamadas no estructuradas. Este
ultimo algoritmo es cuadraticamente mas veloz que sus contrapartes clasicas.

En la década de 1980, surgi6 el interés por utilizar efectos cuanticos mas rapidos que la
luz, pero de acuerdo con la teoria de la relatividad de Einstein, esto no es posible.



Capitulo 1. Introduccion. 2

La posibilidad clonar un estado cuantico desconocido, depende de la utilizacién de un
efecto cuantico mas rapido que la luz, pero como no es posible tener una senal mas
rapida que la luz, entonces, no es possible construir una copia de un estado cuantico
dentro de la mecanica cuantica.

El teorema de no clonacién es uno de los primeros resultados de la computacion cuantica
[10], y a partir de dicho teorema se han desarrollado otros conceptos, ahora se tienen las
herramientas conceptuales que permiten comprender hasta qué punto, un dispositivo de
clonacion cuantica podria funcionar. Estas herramientas, a su vez, se han aplicado para
comprender otros aspectos de la mecanica cuantica.

Desde la década de 1970, muchas técnicas para regular los sistemas cuanticos se han
desarrollado. Por ejemplo, se desarrollaron métodos para la captura de un sélo atomo
en una trampa de dtomos, aislandolo del resto del mundo, lo que nos permite sondear
los diferentes aspectos de su comportamiento con una precision increible. El microscopio
de efecto tunel se ha utilizado para mover atomos individuales, creando asi, aparatos
electrénicos, cuyo funcionamiento implica la transferencia de electrones individuales y el
disenio de arreglos de atomos a voluntad. Se ha logrado modificar cada atomo del areglo
al cambiar su estado energético.

La capacidad de control individual de los sistemas cuanticos es esencial para aprovechar
el poder de la mecanica cuantica en aplicaciones que tengan que ver con la informacion
cuantica. Sin embargo, los esfuerzos por construir sistemas de procesamiento de informa-
cién cuantica se han traducido en un éxito modesto hasta la fecha.

Pequenos computadores cuanticos, capaces de hacer docenas de operaciones con pocos
bits cudnticos (qubits) representan el estado del arte en la computacién cudntica. Nétese
que la unidad minima de informacién en computacién cuantica se llama qubit.

10)

F1GURrA 1.1: Representacién geométrica de un qubit a través de la esfera de Bloch.

Prototipos experimentales para hacer criptografia cuantica, es decir, comunicarse en se-
creto a través de largas distancias, se han demostrado a un nivel que puede ser 1til para
algunas aplicaciones en el mundo real. Sin embargo, sigue siendo un gran reto para los
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fisicos e ingenieros del futuro, desarrollar técnicas para el procesamiento de informacién
cuantica a gran escala.

Cabe recordar que Alan Turing en 1936 desarrolld en detalle la nocién de lo que hoy
llamariamos una computadora programable, un modelo para el cdlculo que ahora se le
conoce como la maquina de Turing, el mismo Turing demostré que la Maquina Universal
de Turing se puede utilizar para simular cualquier otra maquina de Turing. Por otra parte,
afirmo que tal maquina universal lleva a cabo una tarea por medio de algoritmos, es decir,
si un algoritmo se puede realizar en determinado hardware (por ejemplo, una computadora
personal moderna), entonces existe un algoritmo equivalente en una Maquina Universal
de Turing, que realiza exactamente la misma tarea que el algoritmo que se ejecuta en el
ordenador personal. Esta afirmacién, conocida como la tesis de Church-Turing en honor
a Turing y otro de los pioneros de la informética, Alonzo Church, afirma la equivalencia
entre el hardware programable y los algoritmos del concepto matematico riguroso de la
Maquina Universal de Turing.

La amplia aceptacién de la tesis de la maquina de Alan Turing, sent6 las bases para el
desarrollo de la teorfa de la informatica. No mucho después de las aportaciones de Turing,
las primeras computadoras fueron construidos a partir de componentes electrénicos. John
Von Neumann desarrollé un modelo tedrico simple para ensamblar de una manera practica
todos los componentes necesarios para armar una computadora funcional, que sea capaz
de hacer lo que una Maquina Universal de Turing puede realizar.

El desarrollo del hardware se ha realizado rapidamente, desde 1947, cuando John Bardeen,
Walter Brattain y Shockley desarrollaron el transistor, por lo que el crecimiento de la com-
putacion fue descrito por Gordon Moore en 1965 en lo que se conoce como la ley de Moore,
que afirma que el poder de las computadoras se duplicara cada dos anos. Los enfoques
convencionales para la fabricacion de la tecnologia informatica estan comenzando a llegar
al limite de la miniaturizacion de los componentes electrénicos, y los efectos cuanticos
estan empezando a interferir en el funcionamiento de los dispositivos electrénicos, ya que
se hacen cada vez mas pequenos. Una posible solucion al problema planteado es pasar a
un paradigma de computacién distinto, la teoria de la computacion cuantica, que se basa
en la idea de usar la mecanica cuantica para realizar calculos, en lugar de la fisica clasica.

Una computadora convencional no puede simular de manera eficiente una computadora
cuantica, las computadoras cuanticas ofrecen un elemento esencial en la velocidad para
realizar calculos, mostrando una ventaja sobre las computadoras clasicas. Esta ventaja
de la velocidad es tan importante que muchos de los investigadores creen que ninguna
cantidad de avances en la computacion clasica va a ser capaz de superar la brecha entre
la potencia de una computadora clasica y el poder de una computadora cuantica.

En los anos posteriores a Turing, muchos investigadores se dieron cuenta de que ciertos
tipos de computadoras analégicas pueden resolver problemas de manera eficiente, y que
dichos problemas no tienen una solucién eficiente en una méaquina de Turing. Por des-
gracia para la computacion analdgica, resulta que la presencia del ruido en este tipo de
computadoras afecta considerablemente, por lo que los efectos de tal ruido se deben tener
en cuenta para la evaluacién de la eficiencia de un modelo computacional.
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Uno de los grandes retos de la computacion e informaciéon cudntica es controlar la pres-
encia de ruido, dicho reto fue superado con éxito por el desarrollo de una teoria cuantica
de cédigos de correccion de errores y tolerancia a fallos. Por lo tanto, a diferencia de la
computacién analdgica, la computacion cuantica puede tolerar, en principio, un nimero
finito de cantidad de ruido y aun conservan sus ventajas computacionales.

Un gran reto surgié a mediados de 1970: crear un algoritmo para determinar con certeza
si un entero dado es primo o compuesto. Pero sélo se logrd crear un algoritmo que puede
determinar si un ntimero es probablemente primo o compuesto, esto se debe a que no
existe ninguna prueba de primalidad determinista, por lo tanto, las computadoras con
acceso a un generador real de niimeros aleatorios, serian capaces de realizar con eficiencia
esta tarea. Este descubrimiento inspiré la busqueda de otros algoritmos aleatorios.

Los algoritmos aleatorios pueden resolver problemas de manera eficiente, problemas que
no se podrian resolver en una maquina de Turing determinista. En particular, David
Deutsch definié un dispositivo de computo capaz de simular de manera eficiente un sis-
tema fisico arbitrario. Deutsch considero los dispositivos de computacién basados en los
principios de la mecénica cuantica. Estos dispositivos, andlogos cuanticos de las maquinas
definidas cuarenta y nueve anos antes por Turing, nos llevan a la concepciéon moderna
de una computadora cuantica. Dichas computadoras cuanticas pueden tener poderes de
coémputo superiores a los de las computadoras clasicas.

En 1994 Peter Shor encontré un algoritmo para resolver el problema de encontrar los fac-
tores primos de un entero, que puede ser resuelto de manera eficiente en una computadora
cuantica. Esto suscité un gran interés debido a que este problema no tiene una solucién
eficiente en una computadora clasica. Los resultados de Shor son una poderosa evidencia
de que las computadoras cuanticas en ciertos casos resuelven problemas de forma mas
rapida que las méquinas de Turing clésicas.

Otra prueba de la potencia de las computadoras cuanticas llegé en 1995 cuando Lov
Grover mostro que el problema de llevar a cabo una busqueda en una base de datos no
estructurada podria acelerarse en una computadora cuantica.

En 1982, Richard Feynman senal6 que habia algunas dificultades esenciales en la simu-
lacién de la mecéanica cuantica en las computadoras clésicas, y propuso que las computa-
doras basadas en la construccion de los principios de la mecénica cuantica nos permitirian
evitar esas dificultades.

En 1990 varios equipos de investigadores comenzaron a darle cuerpo a la idea de construir
computadoras basadas en los principios de la mecdnica cuantica, mostrando que si es
posible el uso de las computadoras cuanticas para simular de manera eficiente los sistemas
de la mecanica cuantica, por lo que es muy probable que una de las principales aplicaciones
de las computadoras cuanticas en el futuro vaya a ser, la realizacion de simulaciones de la
mecanica cuantica, muy dificiles de simular en una computadora clasica. Este problema,
se cree, tendrd profundas implicaciones cientificas y tecnoldgicas.

Un algoritmo que se pueda implementar en una computadora cuantica deberd ser mejor
que cualquier otro algoritmo existente clasico, lo que hace dificil la construccion de un
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algoritmo cuéntico. Sin embargo los algoritmos cuédnticos tienen multiples aplicaciones,
una de ellas estd muy relacionada con la informacién en la red y la seguridad de la misma.

El estudio de la teoria cuantica de la informacién en red esta todavia en sus inicios, incluso
se sabe muy poco acerca de la informacién que llevan las redes de canales cuanticos,
sin embargo, la red de informaciéon cuantica, puede tener implicaciones en el cifrado de
claves de seguridad para mensajes secretos, mejor conocido como criptografia. En términos
generales, la criptografia es el problema de hacer posible la comunicacion entre dos o mas
partes que no pueden confiar unos en otros, este problema es conocido también como el
cifrado de mensajes secretos para su transmision.

Una aplicacion practica de las computadoras cuanticas es la ruptura de ciertos codigos
criptogréficos, lo cual ha despertado el interés por la computacion e informacion cuantica
[5]. Ademés de su uso en criptografia, otra aplicacién de las computadoras cudnticas es
la busqueda de archivos en bases de datos no estructuradas, como se mencioné ante-
riormente. El problema de ésta busqueda es resuelto por el algoritmo de Grover, tema
principal de éste trabajo de tesis. El algoritmo de Grover ofrece una aceleracion cuadratica
con respecto a sus contrapartes clasicas en las buisquedas de archivos en bases de datos
no estructuradas [7].

Finalmente, este trabajo de investigacion trata de generalizar el algoritmo de Grover.
Existen ya trabajos de de investigacion al respecto, uno de ellos es el algoritmo de am-
plificaciéon de amplitud cuantica.

Amplificacién de amplitud cudntica (Quantum Amplitude Amplification) es la técnica
méas popular para la construccién de algoritmos cuénticos. Esta técnica es una general-
izacién del algoritmo de Grover [4].

La técnica de amplificacién de amplitud cuantica es llamada asi, porque amplifica o
incrementa la amplitud cudntica en la ecuacién de onda de una particula. En un problema
de busqueda en una base de datos no estructurada, para encontrar un indice de un archivo
dado, la técnica de amplificaciéon de amplitud cudntica, ubica el vector del estado inicial
con baja amplitud, dicho valor se sustituye por otro, de tal forma que el resto de las
amplitudes son sustituidas por otras amplitudes con un valor absoluto menor. Esto ocurre
automaticamente porque las transformaciones efectuadas son unitarias, es decir, preservan
el valor del producto interno y por lo tanto de las normas de los vectores también, de
esta forma al realizar una observacion, el algoritmo retorna un valor con una probabilidad
bastante alta [4].

Amplificacion de amplitud cuantica mejora la probabilidad de éxito de un algoritmo dado,
aumentando la posibilidad de encontrar un archivo deseado dentro de una base de datos
no estructurada, y al mismo tiempo reduce el tiempo de biisqueda de dicho archivo [4].

El algoritmo de Grover funciona de manera similar, aplicando primero a un estado inicial,
un operador que genera un nuevo vector o estado, es decir, una superposicién del anterior,
pero con la misma amplitud para todos los elementos de la base. Luego, se aplica un de-
terminado niimero de veces dos operadores unitarios: el operador de una funcién oréaculo,
y el operador de difusién. El primero es un operador de cambio de fase, y su accion se
basa en cambiarle el signo a la amplitud de la base dejando el resto sin alterar. El segundo
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vuelve a difundir las amplitudes, y este proceso se repite hasta que se encuentre con una
probabilidad muy alta un archivo deseado en una base de datos no estructurada [10].

Una segunda generalizacién del algoritmo de Grover es usando caminatas aleatorias. La
caminata aleatoria o paseo aleatorio, abreviado en inglés como RW (Random Walks), es
una formalizacién matematica de la trayectoria que resulta de realizar pasos aleatorios
sucesivos. Por ejemplo, la ruta trazada por una molécula mientras viaja por un liquido
o gas, el camino que sigue un animal en su busqueda por comida, el precio de una
accion fluctuante y la situacion financiera de un jugador, pueden tratarse como caminatas
aleatorias.

El término caminata aleatoria fue introducido por Karl Pearson en 1905. Los resultados
del analisis de paseo aleatorio han sido aplicados en muchos campos como la computacion,
la fisica, la quimica, la ecologia, la biologia, la psicologia y la economia. Varios tipos de
caminos aleatorios son de interés. Algunos caminos aleatorios estan en la recta, el plano, o
en dimensiones mayores. En su forma mas general, las caminatas aleatorias son cualquier
proceso aleatorio donde la posiciéon de una particula en cierto instante de tiempo depende
solo de su posicién en algtin instante previo y alguna variable aleatoria que determina su
subsecuente direccién y la longitud del paso [1J.

Los caminos aleatorios también varian con respecto al tiempo. Algunos ejemplos es-
pecificos de caminatas aleatorias son: la caminata de un borracho, el vuelo de Lévy y
el movimiento browniano. Los paseos aleatorios estan relacionados con los modelos de
difusién y son un tema fundamental en los procesos de probabilidad de Markov [11].

Un tercer trabajo de investigacién es generalizar el algoritmo de Grover para resolver
sistemas de ecuaciones lineales donde la matriz de coeficientes es hermitiana y singular,
es decir que el determinante de la matriz es cero [2].

En éste ultimo trabajo se usaron ya matrices idempotentes de grado 2. El significado de
una matriz idempotente de grado 2 es generar un subespacio invariante de dos dimen-
siones, estas dimensiones son:

1. una dimensién para marcar el 6 los archivos que se buscan y
2. una otra dimensién para distinguir el 6 los archivos que se buscan, de los que no

interesan [3].

La clasificacion en dos dimensiones de este subespacio invariante es buena bajo ciertas
condiciones, es decir, mientras no haya un error en el algoritmo propuesto, pero si hubiera
un error en el algoritmo, se desprende una tercera dimension.

En el presente trabajo de investigacion, se propone trabajar con matrices idempotentes
de grado 3, que generen un subespacio invariante de tres dimensiones.
1. La primera dimensién para marcar el 6 los archivos que se buscan,

2. la segunda dimensién para distinguir el 6 los archivos que se buscan, de los que no
interesan y
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3. la tercera dimension para distinguir el 6 los archivos que no interesan, pero que se
desprenden de un error en el algoritmo propuesto.

El resultado de este trabajo de investigacion es el diseno de un algoritmo cuantico que
resuelva sistemas de ecuaciones lineales con una matriz de coeficientes hermitiana, singular
e idempotente de grado 3.

Se pretende simular el algoritmo propuesto para el caso tripotente, y demostrar que a
través del mismo, si es posible obtener la solucién de un sistema de ecuaciones lineales,
donde la matriz de coeficientes es singular, hermitiana y tripotente.

También se buscara encontrar angulos de fase adecuados, con los cuales sea posible en-
contrar la solucion de un sistema de ecuaciones propuesto. Esto se debe a que el vector
que marca la solucién del sistema de ecuaciones, puede rotar en angulos de fase diferentes
de 7 [§].

Una aplicacion del algoritmo disenado, donde se muestra el algoritmo de amplificacion de
amplitud cuantica modificado, permite afirmar: que un estado deseado, puede encontrarse
con certeza a través del algoritmo extendido de Grover en un subespacio invariante posible
de tres dimensiones, dicho estado contiene los archivos que son buscados dentro de la
base de datos no estructurada, a diferencia de lo que afirma Jin, W. L. y Chen, X. D.
que mencionan que: “un estado deseado, no puede encontrarse con certeza dentro de un
subespacio posible de tres dimensiones a través del algoritmo de amplificacién de amplitud
cuantica, que es una generalizacién del algoritmo de Grover” [9].

Cabe mencionar, que encontrar con certeza un estado deseado dentro de una base de
datos no estructurada, en un subespacio invariante de tres dimensiones, es equivalente a
resolver un sistema de ecuaciones lineales.



Capitulo 2

Axiomas y algoritmos de la
computacion cuantica

El presente capitulo presenta los principios fundamentales bajo los cuales se gobiernan los
algoritmos de la computacion cuantica. Asi como también se mencionan sus principales
algoritmos.

La informacién que se menciona en este capitulo, esta basada en su mayor parte en el
libro de Nielsen y Chuang [10], ademés en el articulo de Bautista, Guillen y Rangel [3].

2.1. Axiomas de la computacion cuantica.

La Computacién Cuantica se rige por ciertos principios basicos llamados axiomas, tales
axiomas se heredan de las leyes de la mecanica cuantica. A continuacion se presentan los
axiomas de la computacién cuantica.

2.1.1. Postulado 1: sobre los estados del sistema.

El estado de un sistema cudntico aislado es un vector |¢), tal que (¢[¢p) = 1, es decir,
que la norma de dicho vector es siempre uno. Las entradas del vector [¢), son complejas.

Ejemplo 1. El vector ket cero se define de la sigueinte manera:

0= (o)

entonces el braket cero se define asi:

00) =12 +0% =1
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()

1)y =0*+1*=1

El vector ket uno se define como:

1)

entonces el braket uno es:

Otro ejemplo es:

Si el vector ket lambda es:

entonces el braket lambda es:

AN =12 +0*+0*=1

2.1.2. Postulado 2: sobre la evolucidon del sistema.

Los estados de un sistema cuantico cambian por la multiplicacién de matrices unitarias U.
Si [1) es un estado presente de un sistema cudntico y U es una matriz unitaria, entonces
|1) = U |1ho) es el siguiente estado del sistema cuantico [10].

En otras palabras, en un sistema cuantico la transicién de un estado a otro se da a través
de la multiplicaciéon de matrices, y dichas matrices deben ser unitarias.

Definicién 1. Una matriz cuadrada U se dice que es una matriz unitaria, si al multiplicar
dicha matriz por su transpuesta conjugada, da como resultado la matriz identidad.

UU*=1dy U*U =1d
donde U* es la matriz transpuesta conjugada de U y Id es la matriz identidad, es decir:

si

13 Qa2 apz -+ Qip

Q21 Q22 Q23 -  Q2p
U= a1 a3 az -+ 0asp |,

Am1 Am2 Qm3 - Amn

la transpuesta conjugada de la matriz U es:

@11 A21 Q31 -+ Qml
Q12 A22 Q32 -+ Gp2
U*= | a3 G23 asz --- am3

Q1p  A2p Q3n - Qmn
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Como se observa la matriz transpuesta conjugada se forma al cambiar las filas por las
columnas, pero también se debe invertir el signo de las entradas que son imaginarias en
la matriz U.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos que apoyan la definicion mencionada:

)

y transpuesta conjugada de la matriz U es:

. (0 i
= (%)

entonces U es una matriz unitaria, porque:

o= (% (% 8-

Ejemplo 2. si

Otro ejemplo es:

Si

y transpuesta conjugada de U es:

entonces U es un matriz unitaria, porque:
1 L 1 1L 1 0
v = (2 A2 3)-(5Y)
vioovi)\vi v/ \U 1

2.1.3. Postulado 3: para la medicion 4 observacion.

La medicion es lo que se necesita para finalmente observar un resultado al final de un
algoritmo cuantico. Tal medicion consiste en multiplicar el tltimo estado del algoritmo por
otra matriz, la cual se denomina matriz de medicion y tiene las siguientes caracteristicas:

1. Los posibles resultados u observaciones de un sistema cuantico son:

my, Mo, M3, ..., Mg
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Estos posibles resultados tienen asociadas las matrices:

My My, Migsy, - ., M,

k

Tal que:

M, My, + My Moy + M My, + -+ My, My, = 1d
Esta es llamada ecuacion de completez o completitud.

2. Si |¢) es el estado de un sistema cudntico antes de ser observado, después de la
M, |¢)

Tz o con probabilidad P(m;) de ser

observacion, el sistema se colapsa al estado
observado [10], donde:

P(ms) = (p] M3, My,

©)

También el braket es: (1|¢)) y el ketbra de ¢ es: |1) (1]

Después de medir el estado del sistema, este se colapsa al nuevo estado observable.

Observacion 1. La ecuacion de completez asegura que la suma de las probabilidades de
observar los diferentes posibles resultados es igual a 1.

P(my) + P(mg) + - - + P(my) = (| My, My, + My, My, + - 4 Mo, My, [0)
= (¢[¥)
=y

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 1.

2.1.4. Postulado 4: sobre los sistemas compuestos.

Supéngase que se tiene un sistema cudntico compuesto por otros dos. Si |A;1) es el estado
del sistema cudntico A y |A2) es el estado del sistema cudntico B, entonces |A1) ® |Ag) es
el estado del sistema cudntico compuesto de A con B.

La operacién descrita por el estado del sistema cuantico compuesto se llama producto
tensorial de |\) con |A2). El producto tensorial es también llamado producto de Kronecker
[10].

El producto tensorial de dos matrices se define de la siguiente manera:
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Definicién 2. Si

aixy Qa2 - Qip

Q12 Q22 -+ Q2p
A=

am1 Ama - Amn

y por otro lado

b1 b2 bin

bia  bao ban
B = ]

bml bm2 bmn

entonces el producto tensorial de A con B es:

anB  apB - a,B
A 2 B aléB GQ?B tee CLQT'LB
amiB amaB o agnB

Un ejemplo que apoya la definicién anterior es:

()

Ejemplo 3. Si

y por otro lado

1 1
B=|-10
3 8

11 2 9
10 -2 0
3 8 6 16
A®B=1 4 3 4 4
30 -4 0
9 24 12 32

Los vectores candnicos resultan de:

S
&
=
Il
N\
O =
~_
&
N
O =
~_
I
oo O
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® &® &
= = =
Il
VRN VRN N\
) i) O =
~_ ~_ N~
® ® &®
VR N 7N
—_ O o = )
~_ ~—__ ~_
| I I
== ) o= O O OO~ O

Definicién 3. Tenemos que:

1) |12) = [1h1) @ [tg)

pero también:

|¢11/12> = Wl) ® ’¢2>

2.2. Algoritmos de la computacion cuantica.

En computaciéon cuantica existen algunos algoritmos que se ha demostrado representan
una ganancia notable en complejidad con respecto a sus contrapartes clasicas.

Definicién 4. Un algoritmo cuantico es la aplicacién sucesiva de matrices unitarias a un
estado inicial, para luego observar el estado final.

Esquematicamente:

1. |t) es el estado inicial (Azioma 1, Azioma /)
2. [4n) = Us |t) (Asioma 2)
3. [¢2) = Us |¢1) (Azioma 2)
4. |1/13> Us|p2) (Azioma 2)

n+1. |,) = U, [, — 1) (Azioma 2)

n+2. Medir (observar) (Azioma 3)
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Donde Uy, Us,...,U, son matrices unitarias y |¢y) es un vector de norma uno (estado
puro).

Para medir u observar el estado resultante, se usan matrices de medicion, dichas matrices
se nombran como: My, My, ..., M,,.

Las matrices de medicién deben satisfacer la ecuacion de completitud.

MM, + M3My + ...+ M, M,, = Id.
Finalmente se observa a:

1
Vi) = \/_EMZ |Vn)

Donde P; = (| M M; |1,,) v es la probabilidad de observar el estado |1;).
Apartir de la definicién anterior podemos tener las siguientes observaciones:
L. (n| = |¢n)", es decir, un vector bra cualquiera, es igual al transpuesto conjugado
del ket de ese mismo vector.

2. (M;|n))* = |ibp)" M}, debido a que existe una propiedad que enuncia lo siguiente:
(AB)* = B*A*, donde A y B son matrices.

X1
3. S B X Ny 2 2 2 2
- Sifgn) = ||, también [[vhn||” = [ X" 4 [ X"+ -+ [ X[
Xn
4. El modelo mateméatico de computacién cuantica que vamos a emplear se llama
modelo de circuito, y se esquematiza de la siguiente manera:

PN P I v ey e Y

FIGURA 2.1: Modelo de circuito que inicia con el estado |1y), para alcanzar el estado
deseado |1,) a través de la multiplicacién sucesiva de matrices unitarias Uj.

Ademaés del modelo de circuito, existen otros modelos para esquematizar sistemas
cuanticos, tal es el caso del modelo adiabatico, pero cabe mencionar que dicho
modelo de representacién es equivalente al modelo de circuito.

Otra caracteristica del modelo que estudiamos aqui es que presupone que el sistema
cuantico es cerrado, es decir, que el sistema no tiene interferencia del exterior debido
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a que la naturaleza podria estar observando; y si la naturaleza llegara a observar el
sistema cudntico se colapsaria.

2.2.1. Ejemplos de algoritmos cuanticos.

En esta parte del trabajo de investigacion se describird como es la estructura de un
algoritmo cuantico y también se daran algunos ejemplos de algoritmos cuanticos que son
conocidos por su ganancia en la complejidad del algoritmo con respecto a sus contrapartes
clasicas.

Un ejemplo de un algoritmo cuéntico que genera bits al azar es el siguiente:

1. El algoritmo cuantico parte de un estado inicial, el cual generalmente es:

1000...0) = |0Y®]0) ®[0) ®...® |0).

2. La evolucién del sistema cuantico se hace al multiplicar el estado inicial por la
matriz W de Walsh-Hadamard, es decir, |¢1) = W [¢)p), donde:

Si el estado inicial del sistema cudntico es: |¢g) = |0), entonces el siguiente estado
sera:

w7 V(M (E) - L L
) = W) (7 _%> (6) <7> 10+ 1.

3. Para observar el sistema se usan las matrices de medicion, como son:

M, = <(1) 8) y My = (8 (1)) , dichas matrices también se les conoce como matrices

de proyeccion candnica.

Estas matrices cumplen la condicién de completitud o completez:

. . 1 0\/1 0 0 0\ /0 0
M1M1+M2M2:(O O) (O O>+(O 1) (0 1)
(10
—\o 1)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 2.

Entonces el sistema se colapsa:
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£}
Il
HE’H

M; [3r)

(0

1
V2

S-S

)

-3

3

0

donde:

Y1 My M; [n)

{
(e 9 )

Plz
_ )

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 3.

Sl

y asi:

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 4.

En resumen: El sistema se colapsa de |ay) a |0) con probabilidad de 3.

Ahora podemos ver que el sistema nuevamente se colapsa:

donde:
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Py = (1| M3 Ms [y)1)

(7 500

)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 5.

Sk

Ast:

1
).
Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 6.

En resumen, el sistema se colapsa de |a) a |1) con probabilidad de 3.

Las proyecciones candnicas son:

pues:

Luego:

My 10) = 10) (0]0) = |0)
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My [1) = [0) (0[1) = 0
M, [0) = [1) (1]0) = 0

My |1) = [1) (1]1) = [1)
Ejemplo 4.
MV [0) = My (5 10) + = 1)

— 10} (0] %m % 1))
).

)+

1
=10
V2
Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 7.

Este resultado hay que normalizarlo segin el axioma del colapso:

1
= —MW|0
|a1> \/Fl 1 |>

1*1

P1:<O‘E Em

>=%®MO=%

1
3

Ast: |ag) = ﬁ\% |0) = |0) que se observa con probabilidad P, =
Para calcular la complejidad del algoritmo se cuentan el niimero de instrucciones usadas.
El ejemplo anterior tiene complejidad 1.

2.2.2. Algoritmo de Deutsch.

El Algoritmo de Deutsch es una de las primeras aplicaciones que se le dieron a los algorit-
mos cuanticos. El poder reducir el nimero de veces que se tiene que evaluar una funcion,
para determinar si esta es constante 6 no. Veamos el siguiente problema:

Problema: Sea f(x) una funcién booleana de aridad uno (caja negra). Determinar si f(x)
es constante 6 no con sélo una llamada a la funcién (oraculo).

Si|a)

f(x) Si|a) = |0) , entonces f(z) es constante.
x) = .
= |1) , entonces f(x) no es constante.
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El Algoritmo Clasico que resuelve este problema se puede expresar de la siguiente manera:

1. a:= f(0).
2. b:= f(1).

3. if a = b then f(z) es constante.
else f(x) no es constante.

Ahora, el algoritmo cuédntico que resuelve el mismo problema pero de una forma mas
rapida es:

o—{w -
> i

Fi1GUurA 2.2: Modelo de circuito del algoritmo de Deutsch.

Uplz) ly) = |2) [ f(x) © ).

El analisis del algoritmo cuantico antes presentado es el siguiente:

1. Estado inicial:

[¢0) = 10) 1)
2. FEstado |¢n):

1) = (W @ W) [¢o)
= (W e Ww)(0) 1))

1 1 1 1
~[00) — = [01) + = [10) — = |11).
5100) =5 101) + 5 [10) — 5 |11)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 8.
3. Estado |is):
[¥2) = Uy [¢1)
= U5 100) — 5101 + 3 [10) — £ [11))

_ (Do) + (1)) o) — 1)
- 7 7

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 9.
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4. Estado |1s3):

V2

(—1)f Oy (1L )®( ) si f es constante,
iW('O —[1 ) ® (\0>

[3) = (W @ Id) [the) = {

|1>) si f no es constante

Si U es una matriz unitaria, entonces U~! también es una matriz unitaria.

En general si A es una matriz unitaria podemos decir que:

AA™ = Id
(AA™YY* = Id*
(AA™Y)* = Id
(A1) A" = Id.

Por lo tanto:

Luego:

Por lo tanto: U~! es una matriz unitaria.

Si Uy, Us son matrices unitarias, entonces, la matriz U;U,; también es unitaria pues:

(Uhl)" = U3 U7
— U2_1U1_1
== U1U2_1

Como consecuencia de U1, en computacién cudntica una instruccién es reversible y las
instrucciones son reversibles antes de medir.

2.2.3. Teorema de no clonacion.

El teorema de no clonacién fué descubierto en la década de 1980 y es uno de los primeros
resultados de la computacién cudntica [10].
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¥io— U — ¥

FIGURA 2.3: Modelo de circuito que muestra la transiciéon de un estado inicial [1);) a
otro estado |¢2) a través de la instruccién de la matriz unitaria U.

o — U7 —¥1>

F1GurA 2.4: Modelo de circuito que muestra que las instrucciones que se dan por la
multiplicacién de matrices unitarias U, son reversibles antes de medir.

La clonacién, tan facil de lograr con la informacion clésica, resulta que no es posible en
la mecanica cuantica, pues, si la clonacién fuera posible; entonces, seria posible tener una
senal mas rapida que la luz utilizando los efectos cuanticos, lo cual contradice la teoria
de la relatividad de Einstein, de la que se deduce que no es posible clonar informacién
cuantica.

Teorema 1. En computacion no existe un algoritmo cudntico que copie todas sus en-

tradas.

Demostracion. Supongamos que A es un algoritmo cuantico que copia todas sus entradas,
A |Inicio)

con A = UpUy_y - - - UsUy; es decir, (UpUg_1 - - - UyUy) |Inicio),

pero como el algoritmo A es reversible antes de la medicién, entonces,

AlY) = lp) @ [)

lo cual no es posible, pues la matriz A debe ser cuadrada. Luego se debe de tener

A(lY) ©10)) = [9) © )

En particular:
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Wo— e
[oo— WY

FiGcura 2.5: Modelo de circuito que muestra como la instruccién de la matriz unitaria
A, debe ser cuadrada.

1
) = (55 10) + = 1)
donde: |0) = ((1]) y 1) = (2)
También:
A(lY) ®0) = |[¥) ® |4)
— Loy )@ (o) + 1)
B e G g
= % 100) + % 01) + % 10) + % 1)

y por otro lado:

A(l) ® |0) = A(% 00) + f 110))

1
Z—%W®+—%H®

V2 \/_
1
=7 00) + \/— 11)

lo cual es absurdo, por lo tanto no existe un algoritmo cuéntico que copie todas sus
entradas. O

Definicién 5. Si A es una matriz y n es un entero positivo.

A" AR AR...Q A

Definicién 6. Los vectores [00...0), [00...1), [00...10), |00...11), ---, |11...1) se
llaman base del calculo.

La base candnica es:
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1\ /[o\ (o 0
ol |1] [o 0
0 ) 0 Y 1 Y ) 0
o/ \o/ \o 1

Propiedad 1. Sea W la matriz de Walsh - Hadamard y n es un entero positivo. Entonces,
para cualquier |k) en la base del célculo se cumple que:

2" —1

W@n ]{? ku
k) ﬁz )

donde |u) es un elemento de la base del célculo y k - u es el producto punto.

Ejemplo 5.
W#2[10) = (W @ W)(]1) ©0)
1 1 1 1
- (50 -7m) = (0 5m)
(100) + [01) — |10) — [11))

((_1>1000 ’00> + (_1>1001 |01> - (_1>1010 ’10> - (_1)1011 ’11>)

N~ N~

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 10.

2.2.4. Algoritmo de Deutsch-Josza.

El Algoritmo de Deutsch-Josza generaliza el algoritmo de Deutsch para n variables de
entrada.

Problema: se da una funcién booleana de aridad n: f(z1,zs,...,2,) que se sabe es con-
stante ¢ balanceada. El problema es determinar si la funcién es constante 6 balanceada.

Se supone que f : {0,1}" — {0,1} es una caja negra y sélo se tiene acceso a evaluarla.

Definicién 7. Sea una funcién boleana f se llama balanceada si |f~1(0)] = |f~(1)].

El algoritmo clasico que resuelve este problema se puede expresar de la siguiente manera:

1. b:= f(1).

2. Para k = 0 hasta 2"7! + 1, si f(k) # b entonces f(x) es balanceada. En otro caso
f(x) es constante.
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U if : /7< >

jo>———

oo— W ]
o— w1

3l

Ficura 2.6: Modelo de circuito del algoritmo de Deutsch-Josza.

Luego, el algoritmo cuantico que resuelve el mismo problema pero de una forma mas
eficiente, se puede presentar de la siguiente forma:

El analisis del algoritmo cuantico antes presentado es el siguiente:

1. Estado Inicial:
|1bg) = |00...00)

2. FEstado |¢n):

Y1) = (W®" ® 1d)([00...0) ©10))

Z )" (Ju) ®10))

2n—1
Z]u@]O

Por superposicion homogenea.

\/2_n

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 11.

3. Estado |¢s):

Por definicién de Uy.

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 12.
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4. Estado |1s3):

) = (1d°" @ z) (FZW ® | f(u >)

\/—Zlu ® z[f(u))

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 183.

5. Estado |14):

) — (fz|u 1 | >>>
-7 (=D)TMU(Ju) @ | f(u)))
1

_ 1@ |y
= 7 :O( 17 u) @ |0)

I

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 14.
6. Estado |¢s):
[s) = (W™ @ Id) |¢4>

= (W @ Id)(—= Z W u) @ |0))
=0
2" —1

ﬁ Z ) OWE |u) @ |0)

:2—1<Z_< W)) 00....0)[0) +

u=0
2n 1
En esta etapa podemos ver la interferencia Z (—1)f @),
u=0

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 15.

Ahora, si f fuera balanceada la amplitud de [00...0) |0) seria 0, es decir, |00...0)
y también seria imposible de observar. Pero si f fuera constante, la amplitud de
00...0)]0) serfa (55)(2") =16 (55)(—2") = —1, es decir, |00...0) se observaria
con una probabilidad igual a 1.
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2.2.5. Estados EPR.

Un estado EPR es un estado que es llamado asi por FEinstein-Podolsky-Rosen. Dicho
estado EPR es un estado entrelazado, es decir, entanglement state [10].

Definicién 8. Si un vector [¢) no se puede escribir como [¢)) = |a) ® |3), entonces se
denomina enlazado.

Los estados EPR son: |Bo0), |801), |810) ¥ |511)-

Para construir los estados EPR, consideramos el siguiente circuito:

i >— W

| By>

[i—— X

FIGURA 2.7: Modelo de circuito del estado EPR |3;;).

A continuacién se mostraran los modelos de cicuito de los estados enlazados EPR o
Einstein-Podolsky-Rosen:

Modelo de circuito del estado EPR |Bo)-

o— W

| Boo >

o X

F1auraA 2.8: Modelo de circuito del estado EPR |SBoo).

Analisis del algoritmo cuantico:

1. Estado Inicial:
o) = [0) @ [0)
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2. FEstado |¢1):
[¥1) = (W@ 1d)(|0) ©0))
= (Z5I0+510) )
_ % 110) + % 100)
Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 16.

3. Estado |¢s):

w»=cux§4w

)+ \/—|00

)+ ))

NG 100

:Eﬂl )

Sho otk

= |Boo)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 17.

Teorema 2. |(y) esta enlazado.

Demostracion. Supongamos que |Gpo) no esta enlazado, es decir, que |By) se puede es-

cribir como [¢) = |a) ® |f), pero |a) = (Z), 18) = (Ccl) y

0 1 1
0 V2 V2 ac
- o 0] _ [Jad
[Boo) = o T o] 0] |boc
1
7 0 i/ \ud

Siac:\%yadzo, entonces a # 0y d = 0. Perosibc:()ybd—% entonces d # 0,
lo cual es un absurdo.

Por lo tanto |f5g) esta enlazado. O

|600> > >

f|00 f|11

Otro ejemplo es:
Ejemplo 6. Modelo de circuito del estado EPR |Bo).
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o— W

|Bor>

oo— X ——

F1GURA 2.9: Modelo de circuito del estado EPR |Bo1).

Teorema 3. |5y;) esta enlazado.

Demostracion. Supongamos que |f5p;) no esta enlazado, es decir, que |Gy1) se puede es-
a

cribir como |¢) = |a) ® |8), pero |a) = (b) (d) y

0 0 0 ac
1 0 1
1Bo1) = 65 +1i|= x/f _ Zd
V2 V2 ¢
0 0 0 bd

Siac=0yad= \/Li’ entonces a # 0y ¢ = 0. Pero si be = \/Li y bd = 0, entonces ¢ # 0, lo
cual es un absurdo.

Por lo tanto |5y;) esta enlazado. O

1
‘501> \/—‘OD \/§|10>

Ahora para:
Ejemplo 7. Modelo de circuito del estado EPR |By).

o— W

‘510>

oo— X ——

FIGURA 2.10: Modelo de circuito del estado EPR |B10).

Teorema 4. |3;p) que también esta enlazado.
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Demostracién. Supongamos que |510) no esta enlazado, es decir, que |B19) se puede es-

cribir como [1)) = |a) ® |B), pero |a) = (Z)’ 18) = (ccl) ¥

1

1 0 1
V2 0 V2 ac
10 - 0 | ad
|B10) = ol = 1ol=1 o [T
1
0 73 —\% bd

Si ac:i2 y ad = 0, entonces a # 0y d = 0. Pero si bc =0y bd = \}i,entoncesd#o,
lo cual es un absurdo.
Por lo tanto |/31) esta enlazado.

]

1 1
[Bro) = =5 100) = =5 [11)

Finalmente para:

Ejemplo 8. Modelo de circuito del estado EPR |f11).

o— W

|B12>
oo— X

FIGURA 2.11: Modelo de circuito del estado EPR |511).

Teorema 5. |(3;) esta enlazado.

Demostracion. Supongamos que |511) no esta enlazado, es decir, que |11) se puede es-

cribir como [¢) = |a) ® |3), pero |a) = (Z>, 18) = (2) y

0 0 0 ac
L 0 - ad
|B11) = V2 1| = va | =
0 7 % be
0 0 0 bd

Siac=0yad= \/ig, entonces a # 0 y ¢ = 0. Pero si bc = —% y bd = 0, entonces ¢ # 0,
lo cual es un absurdo.
Por lo tanto |/11) esta enlazado.

]
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1

1
) = 75101) = 5 |10

V2
2.2.6. Protocolo de teleportacion.

Un protocolo es un algoritmo que se ejecuta entre varias computadoras comunicadas entre
sl.

Se tienen dos participantes A (Alicia) y B (Beto). Ambos tienen computadoras cuanticas
conectadas entre si por canales cudnticos, es decir, canales que pueden transmitir qubits.
Tal canal usa un sélo qubit que comparten Alicia y Beto. Pero Alicia tiene acceso a dos
quibits y Beto tiene acceso a otros dos qubits.

Alicia le quiere enviar un qubit arbitrario a Beto.

[¥) = al0) +b[1)

Algoritmo cuantico solucion:

k4 /%\Mi
N I '¢ /7<M2

\Boo>

M M,

X z D

FiGurA 2.12: Modelo de circuito del algoritmo de teleportacién.

Analisis del algoritmo cuantico:

1. Estado Inicial:
[v0) = [¥) © | Boo)

2. FEstado |¢n):

C(X)*"(|) @ |Boo))
(X)*"((a]0) + b 1)) @ |Boo))

C ®
C(X)*"((a]0) +b[1)) @ (

|¢1)

Loy - L

V2 V2
a a b b

=% 000) + 7 011) + 7 1110) + 7 101)..

) 11)))
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Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 18.

3. Estado |1):
a a
[1he) = (W @ Id® M)(E 1000) + 7 011)

b b
W o) 110} + 7
— EW|0> 100) +EW|O> 11)

+%W|1>|10)+%W|1> 01)

_ L 0) 0) (a]0) +b]1)) +[1) (a[1) +b]0))
V2 V2

S 1) 10) (@]0) =b|1)) +[1) (a[1) —b]0))
V2 V2

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 19.

|101))

Alicia mide y observa |0) con probabilidad de %, i observa |1) con probabilidad de %; es
decir, M; =0 6 M; = 1 con probabilidad de %

Y cuando Beto observa: |0) 6 |1); es decir, My = 0 6 M; = 0 con cierta probabilidad.

1 1
92) = 5 10)+ 5 1)

Si My =0y My = 0, entonces en el sistema de la computadora cuantica de Beto estéa:
) = a|0) +b[1).

2.2.7. Algoritmo de Grover.

El algoritmo de Grover hace busquedas en bases de datos no estructuradas. Tal no es-
tructura se modela con funciones booleanas, es decir, con tablas de verdad.

Problema: sea f(x1,%2,...,z,) una funcién booleana de aridad n. Tal que f(z1,xo,
..., x,) solo es satisfactible para una asignacién.

T :bl,Q?g :bg,l'g:bg,...,fﬂn:bn

Es decir,

f(blab27b37"';bn) =1
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Ejemplo 9. Sin = 3, entonces buscamos un articulo en una base de datos de 8 elementos,
ya que 2% = 8.

Problema: encontrar la asignacién by, by, b3.

La no estructura de la base de datos obliga a buscar de uno en uno los articulos.

Ty | T | T3 f($1,$2,1‘3)
117010 0
0 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 0
1 1 0 0
1 0 1 1
0]07]0 0
001 0

Ahora, el algoritmo cuantico que resuelve dicho problema de manera eficiente es:

o>— W H - ] |
9>_ - I _/7<

o H e b

FiGuraA 2.13: Modelo de circuito del algoritmo de Grover.

V2n—1

on—1

V21 —1

on—1

T—arcsin

2 arcsin

donde G se repite: [ —‘ veces.

El analisis de este algoritmo cuantico es el siguiente:

1. Estado Inicial:
[vo) =10...0)

2. Estado |Yn):

|?/)1> = (W®n) |?/)0>
= (W*")0...0)

6 6
=cos | M) +sin§ | Xo)

por lema, con:
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V2 —1
2n—1

0 = arcsin
3. Estado |1s):

|th2) = G [h)
=d 4 M in? X,
= (COS§| >—|—Sln§] 0))

_ cosf) —sind cosg
o sinf cos@ sin g

|ths) = G |1b2)
=G |1/11>

) 2
~ [cost) —sinf cos§
sinf cos® sin 5
50
SHl??

70

COS —+

pu— 2
|¢M> (Snle>

2

4. Estado |vs3):

5. Estado |4):

k. Estado |iy):

(2k—1)(0)
[ cos T
|Phx) = sip 2E=1®)

2

k+1. Estado |1gi1):

= (o 30) (i)
(St amtin ) (5nd)
_ ( gke + g))

sin (k60 + 5)
Asi que: ;
T
kO + 573
y entonces:
£
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2.2.8. Aplicacion del algoritmo de Grover para biusquedas en
bases de datos no estructuradas.

El algoritmo de Grover se utiliza para realizar busquedas de archivos en bases de datos
no estructuradas.

Ejemplo 10. Pongamos n = 2, buscamos un articulo en una base de datos de tamano
22 = 4. El indice del articulo buscado es: 10, = 2.

El algoritmo cuantico que resuelve el problema antes mencionado de manera eficiente es:

0>— W — W A
Ur Uy

o— " " W

FIGURA 2.14: Modelo de circuito del algoritmo de Grover para busquedas en bases de
datos no estructuradas.

El analisis del algoritmo cuantico es el siguiente:

1. FEstado nicial:

[%0) = 10) 10)

[\)

. Estado |11):
[¥1) = Uy ltho) = Uy |00)

w

. Estado |1)9):
() = W [p1) = (W ® W)Uy |00)

4. Estado |¢s):
|th3) = Uo |12) = Us(W @ W)Uy |00)

5. Estado |i4):
) = W2 [ih3) = (W @ W)Uy (W @ W)Uy |00)
= (W ® W)(Idy — 2]00) (00)(W @ W)Uy |00)
= (W W)(Idy — 2|00) (00])(W @ W)(Idy — 2]10) (10]) |00)
= —|10)
Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 20.
Simulacién:

1. Estado inicial:

|tho0) = [00) .
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2. Estado |Yn):

|¢1> = We? |¢’0>
= W®2100).

3. Estado |1¢s):

W2> =G W1>

2.2.9. Aplicacion del algoritmo de Grover para resolver sistemas
de equaciones lineales singulares.

El problema de busqueda también se puede ver como la solucién de un sistema de ecua-
ciones lineales, donde la matriz de coeficientes es cuadrada e invariante de dos dimensiones
(el 6 los articulos que busco y los que no busco). Dicha matriz también es singular, idem-
potente e igual a la transpuesta conjugada de dicha matriz.

Sistema de ecuaciones lineales que resuelve el algoritmo de Grover:

P1X) = [b)

donde:
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P = A|00) (00| A~' = W*%|00) (00| W&* = (W @ W) |00) (00| (W @ W)
11 11 11 11
= (i ﬁ)@(f _“i>>|oo><00|<(f fi)@ NS L))
V2 V2 V2 V2 V2 A V2 V2
11 1 1 1 11 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
i 1 1 _1 0 i _1 1 _1
=11 1 A i (L 0, 0, 0) T2 A 1
2 3z 3 —2| |V 3 3 T3 T2
1 1 _1 1 0 1l 1 _1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1
4 4 4 4
1 _1 1 _1
_ 4 4 4 4
— 11 1 1 1
4 4 4 4
i 1 _1 1
4 4 4 4

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 21.

el vector de incognitas | X) es:

[ X) = 2[¢n)
y el vector de valores conocidos |b) es:
1
1
1
by = {1
1
1
4

2.2.10. Amplificacién de amplitud cuantica.

Amplificacion de amplitud cudntica es una generalizacién del algoritmo de Grover y més
que un algoritmo cuantico es una técnica para mejorar la probabilidad de éxito de un
algoritmo.

Se supone un algoritmo cudntico A (sin medicién) con probabilidad de éxito a, donde
0 < a < 1. El algoritmo cuéntico que resuelve dicho problema de manera eficiente se
muestra a continuacion.

La iteracién del operador: Q@ = Q(A, ¢, ¢) = —AUg)A_lUS" mejora la probabilidad de
éxito de a a /a. (Ejemplo: de a = 1 a y/a=3). Donde 0 < ¢ < 27, 0 < ¢ < 2wy Uy, U
son matrices unitarias para cualquier | X) en la base de calculo.

1. U?|z) = e*|z) si |z) es el buscado.

2. U?|z) = |z) si |z) no es el buscado.

El andlisis del algoritmo cuantico antes presentado es el siguiente:
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‘()>_ L - [ -
‘0>7 I L L. - -
-4 Q Q Q /7<

o— 4 H

F1GUuRrA 2.15: Modelo de circuito del algoritmo de amplificacién de amplitud cudntica.

1. Estado Inicial:

i) = [0...0).
2. Estado |¢1):
[¥1) = Aldbo)
=Al0...0).
3. Estado |1s):
|1he) = Q [¢1)
=QA|0...0)

__ (cos f —sin6 COoS g
N sinf cos# sin g '
1hs) = Q |1b2) = Q% ¢h1)
~ [cosf —sinf ? (cos g
~ \sinf cosf sin ¢

2
56
_ (COS 529) .
S11 >

70
_ COS 5
v = (G ).

2

4. Estado |s3):

5. Estado |t4):

k. Estado |iy):
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k+1. Estado |1gi1):

Q" (cos 5 )(\#@)) (sin - )(|¢u>)
cosf) —sinf cosg
(sm& cos f ) (sin§>

- (St i) (i)

- (5 g;:z¢§3> -

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 22.

[Vr41) =

S11 )

Asi que: .
T
WO+ 5 =5

y entonces: ,
k=2 7 2,

Este valor de k£ nos indicard cuantas veces tenemos que repetir el operador generalizado

de Grover.



Capitulo 3

Solucion de sistemas de ecuaciones
utilizando matrices tripotentes

El presente capitulo presentard el problema principal que se desea solucionar y de-
scribira las principales caracteristicas del mismo, como son la propiedades que tienen
las matrices con las que se va a trabajar en el algoritmo cuantico que resuelve dicho
problema.

Las matrices con las que se va a trabajar son tripotentes, por lo que la siguiente seccién
comenta las caracteristicas de dichas matirces.

3.1. Generalidades de las matrices tripotentes.

Una matriz tripotente es aquella que al ser multiplicada por ella misma tres veces es igual

a la misma matriz, es decir:
P =P.

Las matrices tripotentes también son conocidas como matrices idempotentes de grado
tres, es decir la pocencia a la cual esta elevada la matriz P indica el grado de idempotencia.

Ejemplo 11. Aqui tenemos un ejemplo de matriz tripotente:

Si P= <(1) (1)) y P? = P, entonces, P? = <

tente de grado dos.

1 ., . .
0 (1)), pero también esta matriz es idempo-

Ejemplo 12. Otro ejemplo de matriz tripotente, que no es idempotente de grado dos
pero si de grado tres, seria:

entonces,

39
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-1 0
3 _
P = ( 0 —1) '
Este tipo de matrices las vamos a ocupar en el problema que se quiere resolver en este

trabajo de investigacion, debido a que se desea resolver un sistema de ecuaciones y la
matriz de este sistema de eciaciones es tripotente 6 idempotente de grado tres.

3.2. Problema principal.

El problema que debemos resolver es encontrar la solucion al siguiente sistema de ecua-
ciones:

P|X) =)
donde:
1. La matriz de coeficientes es P y es conocida, dicha matriz es tripotente; es decir,
P3 =P,

2. P es una matriz hermitiana, es decir, que P* = P, lo cual significa que el transpuesto
conjugado de la matriz P es igual a P.

3. También P es una matriz singular, es decir, que el determinante de dicha matriz P
es igual a cero.

4. El vector |b), también es conocido y por ultimo,

5. | X) es el vector desconocido, este vector de incdgnitas, es el que se desea encontrar
con el algoritmo cuantico que se va a disenar.

3.2.1. Significado de las matrices tripotentes.

En este trabajo se propone generalizar el algoritmo extendido de Grover para resolver
sistemas de ecuaciones lineales donde la matriz de coeficientes sea singular y tripotente.

Antes de mencionar el significado de una matriz tripotente o idempotente de grado 3,
primero mencionaremos el significado de una matriz idempotente de grado 2, que es
generar un subespacio invariante de dos dimensiones, estas dimensiones son:

1. Una primera dimension es para marcar el 6 los archivos buenos; es decir, el ¢ los
archivos que busco,

U?|z) = e¥|z) si |z),

US |z) = e |x) si X = 0.
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2. Una segunda dimension es para marcar el 6 los archivos malos; es decir, el 6 los
archivos que no busco,

U? ) = |z) si |z),
UY |z) = |x) si x diferente de 0 [3].

Esta clasificacion en dos dimensiones es buena bajo ciertas condiciones, es decir, mientras
no haya un error en el algoritmo, pero si hubiera un error en el algoritmo, se desprende
una tercera dimension.

El significado de las tres dimensiones es:

1. La primera dimensién para marcar el ¢ los archivos buenos,
U?|z) = e |z) si |z),

UY|z) = e |x) si X = 0.

2. La segunda dimension para marcar el 6 los archivos malos,
U? |z) = [x) si |x),
US |x) = |z) si z diferente de 0, y

3. La tercera dimension para marcar el 6 los archivos malos que se desprenden por un
error en el algoritmo.

En el presente trabajo de tesis se usara un subespacio invariante de 3 dimensiones, por
lo que ocuparemos matrices idempotentes de grado 3, tomando para cada dimension el
significado antes mencionado.

El significado de las tres dimensiones que se proponen en este trabajo de investigacion,
son los ejes de la matriz de proyeccién P, la cual es idempotente de grado tres (P = P).

Cabe mencionar que el sistema es completamente aislado y bajo condiciones ideales. El
error que estamos suponiendo ocurre cuando se carga la base de datos a la computadora
cuantica al inicio del algoritmo, es decir, cuando multiplicamos A(00...0).

100..0— A -

F1GURA 3.1: Modelo de circuito del algoritmo A [00...0).

El algoritmo A puede tener errores, pero no es posible desecharlo debido a que no se tiene
disponible algo mejor.

Al multiplicar el estado inicial |0) por el algoritmo A, se obtiene:
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A0y = —=|b), donde a = (b|b).
También A[0) = a|[b) + |C), donde |C) es el posible error.
Podemos analizar el error el el sistema de ecuaciones Q| X) = 8]C), con Q% = Q.

Entonces (P — Q) |X) = |C) y también A|0) — a|b) = |C).

En resumen el significado de las tres dimensiones lo podemos enumerar:

1. La primera dimensién es el 6 los archivos que se buscan.

2. La segunda dimension son los archivos que no se buscan sin considerar un error en
el algoritmo A.

3. La tercera dimensién son los archivos que no se buscan, considerando que hubo un
error en el algoritmo A.

3.3. Solucién del problema principal.

La solucién al problema antes planteado, consistird en extender el algoritmo de Grover,
mas especificamente, extender el operador de Grover.

Definicién 9. El operador extendido de Grover es: Q(¢, p) = ¥ ePIX)XI donde

¢™? marca el estado inicial y e*”I¥/X| marca el archivo buscado, con: 0 < ¢ < 27 y
0 <P < 2m.
Observacién 2. 1. En general, si A y B son matrices cuadradas, e‘e? # e4*5.

2. Pero si AB = BA, entonces, eef = eAtB,

3. En general hay una férmula para calcular: ee? = eA+B( factores). Dicha férmula

se le conoce con el nombre de: Formula Haussdorf - Cambell - Birkhoff.

3.3.1. Algoritmo que resuelve el problema principal.

Como ya se habia mencionado, el problema principal de esta tesis es resolver el siguiente
sistema de ecuaciones:

PlX) = [b)

como el vector |b) es conocido, debe haber un algoritmo cuéntico A, tal que:

A|00...0>:%|b>

donde a = (b|b).
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Observacion 3. El uso de exponenciales no es extrano en mecdnica cuantica, viene
sugerido por la ecuacion de Schroedinger que rige la evolucién de un sistema cuédntico
cerrado.

Luego el algoritmo que resuelve la ecuacion es:

iplX <X ;

FicuraA 3.2: Modelo de circuito del algoritmo que resuelve el sistema de ecuaciones:
P|X) = |b).

3.3.2. Ecuacién de Schroedinger.

Supdngase que H es el hamiltoniano del sistema, entonces:

L O0[Y)
th— = =HIY), (3.1)

donde f es la constante de Plank.

El hamiltoniano del sistema es una matriz hermitiana, es decir, que H* = H, lo cual
significa que el transpuesto conjugado de la matriz H es igual a H.

La ecuacién (3.1)) tiene solucién: [(t)) = e'# 1 |4hy), donde |th) es un vector constante.

Luego B(0)
0 |ih(t _ _-l —iy Ht
T - ZhHe |w0>7
y asi
)
n ) _ gy,

Como el operador de Grover utiliza exponenciales de matrices, necesitamos conocer cuales
son sus propiedades, las cuales se detallan a continuacion:

Observacién 4. Si A es una matriz cuadrada, ;qué significa e??

Hay dos formas al menos de calcular e?:

1. Teorema espectral.

Si AA* = A*A se dice que A es una matriz normal, entonces, existe una matriz U
unitaria, tal que:
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Asi, si A es una matriz normal, entonces:
e 00

0 e 0

2. Limites al infinito.

Supongamos que tenemos matrices Aq, A, As, ...

Ay = (ai(1))

luego lim,, oo Ay, = lim,, o a;;(n).

Ejemplo 13. Un ejemplo de A, es:

1
n+1
conn=1,2,3,4,..., entonces:
lim A, =
n—oo

Definicién 10.

n—oo

0
0
0 lpy-t?
An
0
0
0 |yt
6/\"

del mismo tamano, entonces:

ZAi:JLrEO(ZnAi) = lim (A + Ay + A + - -).
=1

=1

Observacién 5. Recordemos el desarrollo de Taylor de la exponencial real:
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Luego, VA matriz cuadrada:

=1 1 1 1 . 1
A T AM = T A2 T A3 A4
e _Zon!A =ld+ A+ AT+ AT+ AT+

Observacién 6. En general no es ficil calcular e”. Para elevar la exponencial a una
matriz se usan matrices cuadradas.

01 1
Ejemplo 14. Sea A= |0 0 1] y calculamos e? por la serie de Taylor.
000

Primero vamos a calcular las potencias de la matriz A.

A0 =

=}
—_
=}

Al =

(

(
e
(

(

=)
=)
—

At =

[a]
[a]
[a]

Después vamos a calcular e por la serie de Taylor.

=1 1 1
A=Y —A"=Td+ A+ A2 +0+0+---
n! 1! 2!

n=0
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100 011 00 3 113
eA=1010]l+]001]+l00O0)=(011
00 1 000 000 00 1
En resumen:
01 1

0 0 1 11%

e\ 00/ g1 7]

00 1

Tratamos de repetir el calculo usando el teorema espectral, para este calculo, la matriz
A, tiene que ser una matriz normal; es decir, AA* = A*A.

011 000 210
Veamos ahora que: AA*= [0 0 1 1 00=1110
000 110 000
000 011 000
Luego: A*A=1|1 0 0 00 1]=1011
110 000 01 2

Notese que la matriz A no es normal y por lo tanto no se puede usar el teorema espectral.
Pero A si es nilpotente; es decir, A¥ = 0.

Ahora calcularemos las exponenciales de matrices de:

1. Matrices idempotentes.

2. Matrices tripotentes.

3.3.3. Matrices idempotentes.

Supongamos que P? = P; ¢ = 3> L(ipP)". Ahora si desarrollamos la férmula

anterior obtenemos:

1 1 1 1
Z@P‘f‘_12¢2P2+_23@3P3+_Z4@4P4+

ipP __ -
e =1Id+ 4 o 31 Al

Desarrollando las potencias de la matriz idempotente P, tenemos:

P =1Id
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p'=p
P*=p
pPP=p

Luego sustituyendo las potencias de la matriz P, obtenemos:

1 1 1 1 1 1
ioP+ —i2p* P+ —i3 PP+ —i'¢*' P+ =" P+ =% P+ —i"p" P+ - -

. 1
iwpP __
e = Id+ o 31 Al 51 61 7l

1!

; 1 1 1 1 1 1 1
ipP _ ‘oP 2,2p 3,3P 4,4 p 5,5 P 6,6 p TSP
e =1d n'y T T T Tk 61 ¢ * Y +

i 1
e“’P:Id—i-(Za(w))P

n=0
Por definiciéon de como elevar una exponencial a una matriz, obtenemos:
P = Id + (e? — 1)P.

3.3.4. Matrices tripotentes.

Supongamos que P? = P; entonces,

=1
P __ n
et = EO —n!(zgpP)
Desarrollando la férmula anterior:
ioP 1. Ly oo L gs 1y 4o
e :]d+ﬁzgaP—|—iz<pP —l—gzgpP —I—ZzapP +...
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Ahora desarrollando las potencias de la matriz tripotente P, tenemos:

P’ =1d
p'=pP
P? = p?
PP=P
P4 P2
PP=pP

Luego sustituyendo las potencias de la matriz tripotente P, obtenemos:

1 1 1 1 1 1 1
_ Id“f——ZgDP—i— 2P2+—Z.3g03p+—'L.4QO4P2+—Z.5Q05P+—Z'6306P2+—Z'7Q07P+"'

2‘ 3! 4! 51 6! 7!
1 Lospy Laps 1 1o, 1
_]d+_w;P—§gpP 3|1gpP—|—4'gpP 5|2¢P—a<pP 7'Z§0P+ ..
3 5 7 2 4 6 8
ioP _ YA GRS A . 3 (N SRR G T
TRt T AR R T T T T

2n—|—1

_Id+zPZ 2n+ P2Z

Sustituyendo el desarrollo en serie de Taylor del seno y coseno, se obtiene:

P = Id +i(sin )P + (cos p — 1) P2,
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Observacion 7. Si se tienen dos estados |a1) y |ae) no ortogonales; es decir, (o |aq) # 0,
entonces no se pueden distinguir ((aq|as) = cos 8 # 0), distinguir significa que antes de
la medicion, la suma de las probabilidades de todos los estados que se estan considerando
como posibles resultados, es igual a uno.

Si|aq) ¥ |az) son ortogonales y usamos para medir |oq){ay| = My y My = Id— My, donde
se cumple la condiciéon de completitud: My M7 + MyMy = Id.

En efecto, si My = |aq) (], entonces,

My = (|an) (a1 ])”
= (| o)
= |ou) (v

= M.

Si My = Id — M, entonces,

M; = (Id — My)*

= Id"— M;
=Id— M,
= M,

y también, My M 4+ MoMy = My My + MoMs.

Pero, MM = |ay) {ci]aq) {aq] = |ag){ca| = My y

MMy = M2 = (Id — My)? = Id? — 2M, + M? = Id — 2M, + My = Id — M, = M.
Por lo tanto My M| + MMy = My + My = M, + (Id — M,) = Id.

Digamos que de un experimento obtenemos |a;),

luego medimos (o] My |a1) = {aq|ag)(ai|ag) =1

y (ao| My o) = {as|ag){aq]|ag) = 0, ahora,

(o] Mz |en) = {aa| (Id — M) |e)
= (a1|ar) — (an| My |on)
—1-1
=0
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(o] Mg |an) = {aa| (Id — M) |o)
lay) — (| My |ay)

-0

=0
=0

Lo anterior demuestra que los dos estados |ag) v |az) son ortogonales, es decir, distin-
guibles.

Como analistas del sistema tenemos que considerar estados distinguibles, es decir, ortog-
onales. Los estados que estamos considerando son:

1. P°|X) para el 6 los archivos que se buscan.

2. P'|X) para el 6 los archivos que no se buscan sin considerar un error en el algoritmo

A.

3. P?|X) para el 6 los archivos que no se buscan, considerando que hubo un error en
el algoritmo A.

Pero pudiera ser que los estados no fueran distinguibles, en tal caso, se realiza el proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

3.3.5. Algoritmo de Gram-Schmidt.

El proceso de Gram-Schmidt tiene como entrada: |Vi), |Va), ..., |V;,) vectores linealmente
independientes, y como salida: |[W7),|Was) ... |W,,) vectores ortogonales, tales que el
espacio generado por los vectores de la entrada es igual al espacio generado por los
vectores de salida; es decir, gen(|W1) , |[Wa) ..., |[Wn)) = gen(|V1) ,|Va) s ..., [Vin))-

Los vectores ortogonales de salida no salen del mismo espacio, es decir, se trata de un
espacio invariante.

Para ortogonalizar los vectores que no son distinguibles se sigue el procedimiento siguiente:
Supongamos que tenemos vectores de salida [W1) | |[Wa) ..., |[Wy,), donde, |W1) = |Vi) y

[Wa) = Va) — Pr |Va)

(W1 Wa)

BCANTAT

W)

con:
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_ (W)
(W1[Wy) = (V1]Va) —(W1|W1)<V1|Wl>
= (V1[Va) — (W1|V2)
—0
y
Ws) = V) — Pr{Vs) — Pr{Vs)
_ (W1|V3) (W5 |V3)
= |V5) — AL W) — (WLl T) [Wa)
e WA )
(W1[Wa) = (W1[V3) ALR) (W1[Wy) NALA) (W1[Wa)
= <W1|V},> - <W1|V3>
=0
y
e WA )
(Wa|W3) = (Wa|V3) ALR (Wa|W7) NALA (Wa|Wa)
= <W2| |>> Vs — <W2|V3>
=0
(Win) = |Vin) — 11;/11 Vi) — .. — W]-anI;l [Vin) -

En general una proyeccién se define de la siguiente manera:

Definicién 11.

P[’]r|V> =——=|U).
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Esta definicién la utilizamos dentro del proceso de Gram-Schmidt para ortogonalizar
vectores que nos son distinguibles.

Suponiendo que P°|X), P'|X) y P?|X) son vectores independientes, entonces:

1. PO|X) =W,
2. PLX)=V,y
3. P2|X) = Vi,

Ocuparemos el proceso de Gram-Schmidt para distinguir estos vectores de entrada.

3.4. Algoritmo solucion en el caso idempotente.

Aunque el interés de esta tesis es trabajar con matrices tripotentes, se desarroll el caso
idempotente, para tomarlo como base y después desarrollar el caso tripotente, que es el
que se desea analizar en este trabajo de investigacion.

Problema a resolver: encontrar | X) en P |X) = |b), donde:

1. P es la matriz de coeficientes y es conocida. En computaciéon cuantica y clasica se
conoce como matriz de proyeccién. Dicha matriz es idempotente, es decir, P? = P.

2. La matriz P es singular, es decir, el determinante de P es igual a cero.
3. También la matriz P es hermitiana, es decir, P* = P.
4. |b) es un vector conocido también.

5. |X) es un vector desconocido, este es el vector de las incégnitas.

Algoritmo solucién en el caso idempotente:

iplX XX j iplx (X
00..0>— A ﬁeﬂo‘ AN ‘781415]’_ _e¢" X

— P A

Q Q

FicurA 3.3: Modelo de circuito del algoritmo solucién del sistema de ecuaciones en el
caso idempotente.

Analisis del algoritmo solucion en el caso idempotente:
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El primer paso del algoritmo es cargar |b) en la computadora cudntica, para ello se parte
de un estado inicial, el cual puede ser |0), |1) o alguno de los vectores canénicos de la
base que se esta utilizando.

Después se multiplica dicho estado inicial por una matriz A, que es unitaria y que per-
mitira que se realice la transicion en la computadora cuantica del estado inicial al estado
donde ya se tiene en memoria el vector |b).

Notese que cargar |b) significa:

A0) = L |b), donde a = (b] |b)

Ja

Al0) = =P[X)
Es decir:

|10) = [0)

) = A]0) = LP|X)
ha) = e#XI(LP X))

Se desea distinguir |X) solucién de las no soluciones P |X), y se aplica el proceso de
Gram-Schmidt.

W) = [X)

Wa) = P|X) — Pryy P|X), donde Pry [V = Y 117) | entonces,
G

(X P|X)
= P|X) = (X P[X)|X)
= P|X) —a|X)
— (P — ald) |X)

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 23.

Teorema 6. El algoritmo propuesto no sale del espacio generado por |X) y P|X).

Demostracion. 1. FEstado nicial:

[%0) = 10)

2. FEstado |¢1):

) = AJ0) = % D) = %P X)
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3. Estado |1s):

[1h2) = eI [ypy)
— eisﬁlx)()ﬂ(%p X))

— (Id + (¢ — 1) |X) <X|><%P X))
- %Pm (@~ 1)valX)

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 24.

El siguiente estado de la computadora cudntica sera:

4. Estado |¢s3):
[¥3) = €7 [¢hn)
1
Va
= (Id + (e — 1)P)(

— (=P IX) + (¥~ 1)Va X))

%P X) + (¢ — 1)v/a | X))

— (e — 1)v/a|X) + % T (e - 1)%  Va(e#)2P|X)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 25.
m

Ahora, aplicaremos el proceso de Gram-Sctmidt a |X) y P|X), para distinguirlos, y
asi obtenemos los vectores ortogonales:

| X))y P|X) —al|X), tales que

gen(|X), P|X)) = gen(|X), P|X) — a|X))
y también:
a = (blb) = (X| PP|X) = (X| PP|X)

Para el analisis del algoritmo consideramos las siguientes compuertas cudnticas que se
iteran varias veces, hasta que el algoritmo encuentra el archivo buscado:

1. la compuerta del marcador es: eX) Xl = [d 4 (e — 1) | X) (X| y

2. La compuerta del difusor es: " = Id + (¢ — 1) P.
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¢P

Teorema 7. La matriz ¢*" es unitaria.

Demostracion.

(eiqSP)(eizz)P)* _ (ei¢P)(e(i¢P)*>
= () (e )
= (£97)(e )
= Id

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 26.

]

Ahora se analizara que pasa cuando se multiplica las compuestas del marcador y el difusor
por los vectores ortogonales | X) y P|X) —a|X).

Primero se evaluaré el producto punto del marcador e%X! por el vector | X ).

PRI XY = (Id+ (e — 1) |X) (X]) | X)
= |X) + (¢ = 1) [X) (X]X)
= [X) + ¥ |X) - |X)

e |X)

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 27.
A continuacién se analizard el producto punto del marcador e*?XXI por el vector P |X) —

a|X).

POXNPIXY —a|X)) = (Id + (e — 1) |X) (X])(P|X) — a|X))
= P|X) —a|X) + (e = 1) |X) (X| P|X)
—a(e® —1) |X) (X]]X)
= P|X)—alX)

Significa que la compuerta de marcador e?X?X| en el subespacio generado por | X) y
P|X) —a|X) se comporta como la siguiente matriz:

giex)x| _ (€90
0 1
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Ahora se evaluara el producto punto del difusor ¢*? por el vector | X).

e |X) = (Id + (" — 1)P) |X)
1X) + (e = 1)P|X)
1X) + (€ = 1)(P|X) = a]X)) +a(e? = 1) |X)
(14 a(e” = 1)) [X) + (e = D)(P|X) — a|X))

Finalmente se examinard el producto punto del difusor e**”" por el vector P |X) — a |X).

¢P(PIX) —a|X)) = (Id+ (¢ = 1)P)(P|X) — a|X))
= P[X) —a|X) + (¢’ = )P?|X) — a(e’ —1)P|X)
= —a|X) + (¢ —a(e” —1))(P|X) —a|X))
+ a(e” —a(e'? — 1)) | X)
= (—a+a(e” —a(e” = 1)) | X) + (e
—a(e” = 1))(P|X) - a|X))

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 28.

Eso significa que la compuerta del difusor ¢*”, en el subespacio generado por |X) y

P|X) —a|X) se comporta como la siguiente matriz:

o _ (1+a(e® —1) —a+a(e® - a(ci — 1))
e —1 e? —a(e'® — 1)

Se puede observar que tanto la matriz del marcador como la del difusor son matrices
unitarias.

El marcador e X| es una matriz unitaria:

1P XX il XNXT™ i X) (X —ip| X)(X|

:60

=1d
ipP

y también el difusor e'*" es una matriz unitaria.

Ahora se analizard el operador extendido de grover (), que se itera k veces, hasta lograr
encontrar el archivo buscado en la base de datos.
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O = i9PeiPlX)X] — ei¢(1‘+ @(@m —1)) —a ‘Hl(ew - Aa(ews - 1))
e (e — 1) e —a(e’® — 1)

Se puede observar que cargar nuestra base de datos es colocar |b) en el sistema.

Observacién 8.

A10) = 1)

- %P 1X)
:%wwwwm+ﬁw>
1

=Va|X) + %(P|X> —alX))

Asi el trabajo consiste en analizar:

(%) - ()
7 B
también sabemos que el operador generalizado de Grover es igual a:

(e eIXNEA0) = . | X) + Br(P[X) —a X))
el objetivo de este operador es que:
| Br P~ 0
y también:

| o [P~

Luego:

| X) P XNXI410) = 0 (X|X) + B (X| P|X) —a|X)

:ak

y ademas:
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con k=0,1,2,...

Ahora se considera la funciéon generatriz de k =0,1,2, ...

g(z) = Z aa”

S ()

= (1,0) (Id — Qz)™! (

S5

)

Cabe mencionar que x es una variable dummy.

Q = ePeelaxt - (¢P(Ltale? —1)) —a+a(e? ~a(e? ~1))
e (e’ — 1) e —a(e? —1)

Por otro lado, si:

g(x) éakxk
S oo () -

%
k=0 Va

ar —T

— Va(elPrielX) (X2 4 ((—aeiPa — 1)l X)X + (a — 1)ei® — a)z + 1)

_ Val(z —1)

 eioPFiplX)(XIg2 1 ((—aeitPa — 1)eil X)X 4 (a — 1)ei® — a)z + 1

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, FEcuacion 29.

Luego, si ¢ = ¢ entonces:

Valz - 1)

e??x? — (a(e’® — 1)2 4 2e)x + 1

g(r) =
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también, podemos considerar a la funcién generatriz g(x) como:

g(x) = % entonces,
Az + B = g(x)(C2® + Dz + E)

= Z a2 (C2? + Dz + E)

k=0
o o0 o
= E Coyx®? + E Dozt + E Eagx

o + (DO(O -+ EOq)SC —+ Z(CO@;Q + DOéj,1 —+ E@j)l‘j

=2

I
S|

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 30.

Por lo tanto: Dag + Eay = A, Eag = By Coj_g + Do + Ea; =0, s1 j > 2.

. _ B _ A—Dao _ *004'72+Da',1
Luego: ap = 7, a1 = =5 y a; = ——F—1—.
. . _ Az+B) —vaz++a .
Debido a que: g(z) = T DrlE — S (a1 raee)aTT; entonces,

ag = —Va

y por otro lado:

a; = va — (a(e" — 1)? + 2¢9)/a.

En general:

a; = —(e*a; 5 — (a(e" —1)* + 2¢) ;1)

También debemos tomar en cuenta que a no puede tomar cualquier valor en estas expre-

siones, primero recordemos que es a.

Sea a = (x| P |z),
Teorema 8. Si P> = Py P* = P, entonces, 0 < (z| P|x) < 1.

Demostracion. Tenemos que P |x) = |b) con |b) # 0, debido a que no tiene sentido que

no tengamos ningun archivo en nuestra base de datos.

Luego: 0 < (b] [b) < 1, debido a que la norma de |b) es igual a 1, que la norma al cuadrado

de |b) es el (b] |b), v a que las normas al cuadrado son siempre son positivas.



Capitulo 3. Solucion de sistemas de ecuaciones utilizando matrices tripotentes. 60

Entonces, tenemos que:

(blb) =II 16) II*
= (¢| P*Plz) = (x| PP |z)
x| P*|x) = (x| P |z)

a

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 31.

Por lo tanto a > 0.

Sabemos también que |z) es ortogonal a P|z) —a |z). Luego: 0 <|| P|z) —a|x) ||, debido
a que la norma al cuadrado de P |z) — a|z), es positiva. Entonces tenemos que:

| Pla) —alz) |* = ({z| P* — ala))(P|z) — alz))
= ((z| P)(P|z) — alz) - 0)
= (b P|b) - a®
=a—a
Por lo tanto a — a? > 0, a®> < a y a < 1, debido a que a > 0. O

3.5. Propuesta de algoritmo en el caso tripotente.

El caso tripotente es la propuesta de este trabajo de tesis. Se parte de la explicacién del
problema que queremos resolver, sus caractersticas, asi como el método para resolverlo.

Problema a resolver: encontrar |X) en P |X) = |b), donde:

1. P esla matriz de coeficientes conocida. Dicha matriz es tripotente, es decir, P? = P.
2. La matriz P es singular, es decir, el determinante de P es igual a cero.

3. También la matriz P es hermitiana, es decir, P* = P.

4. |b) es un vector conocido también.

5. |X) es un vector desconocido, este es el vector de las incégnitas.

Algoritmo solucién en el caso tripotente y su analisis:
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gl X j X (X j
|00-“0>_ A __egp‘ SN ‘_elqu ,,...f,elqp‘ AN ‘7 el¢P 77%4‘X>

Q Q

F1GurA 3.4: Modelo de circuito del algoritmo solucién del sistema de ecuaciones en el
caso tripotente.

El primer paso del algoritmo propuesto para el caso tripotente es cargar |b) en la com-
putadora cuéntica, para ello se parte de un estado inicial, el cual puede ser |0), |1) o
alguno de los vectores candnicos de la base que se esta utilizando.

Después se multiplica dicho vector del estado inicial por una matriz A, que es unitaria y
que permitira que se realice la transicién en la computadora cuantica del estado inicial,
al estado donde ya se tiene en memoria el vector |b).

Una matriz A que se puede implementar en una computadora cuantica es la matriz de
Walsh-Hadamard 6 el producto tensiorial de matrices de Walsh-Hadamard.

Notese que cargar |b) significa:

A |0) = |b), donde:

I16) 1I* =

b|b)

x| P*P |x)
x| PP |z)

x| P*|z) = 3

o~ o~~~

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 32.

Se asignara un valor a a y  en expresiones subsecuentes, con la finalidad de que dichas
expresiones no resulten tan largas para su analisis.

Observacion 9. El valor de « es el valor esperado, valor promedio 6 primer momento
de probabilidad y se puede expresar como:

a = (z| Plz)

y por otro lado el valor de 3 es el segundo momento de probabilidad, que también se
puede expresar como:

B = (x| P*|z),
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también el valor de 8 — a? es la varianza y 1/ — a? es la desviacién estandar. Sélo en
el caso de que a = 0, el valor de 3 es la varianza. Este caso se tratarda mas adelante
cuando se simule encontrar a |X) en P |X) = |b), donde P es una matriz de coeficientes
tripotente, es decir, P3 = P.

Tomando en cuenta la observacion anterior, se analizaran las siguientes expresiones que
forman parte del algoritmo:

1 1
e = et

1
— —=Pla)

-5

:ﬁP|x>—ﬁ|x)+ﬁ|x>
1 «@
= W(PW —alz) + 7B )
es decir, tenemos que:
|tho) = |0)

(Plz) — 7)) + —= |2)

1) = A[0) = NG

Sl

_ e py ey 2 )
) (5(Pla) = ale)) + 5 1)

ey

Se desea distinguir |X), P |z) y P?|z) de entre si, debido a que |X) es la solucién del
sistema, mientras P |r) y P?|z), no son solocién al sistema, y la tltima de estas dos se

produce por un error en el algoritmo. Para este proceso de distincién se aplico el proceso
de Gram-Schmidt.

Se tienen las siguientes entradas: V; = P°|X), Vo, = P|X) y V3 = P?|X).
Después se analizaron las siguientes salidas:

Wh) = P°|X) = |X) y [W3) = P|z) — Prys P |z), donde Pry [V) = {Gh2 |U), entonces
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) = Py - LD

W,
vy
(X[ P[X)
= P|X) — St 1K)
(X1X)
= P|X) —(X| P[X)|X)
= P|X) — alX)
debido a que a = (z| P |z).
Despues, |W3) = Vi — Pryy Vs — Pryys Va; entonces:
_ _ 2 o 2 o 2
(W) = [W3) = P |x) ‘%P |z) E/EP |z)
Wh| P?1X) (Wa| P*|X)
k) (W1 | W) W) (W |W3) [W2)

(P|X) — a|X))P?|X)
(PX) = a[ X)) P|X) - a]X)
(P1X) = a|X))P?|X)
(PX) = a[X))P[X) - alX)

= P*|X) — (X| P*|X) |X) — (P1X) — X))

= P*|X) - BIX) - (PIX) —alX))

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 33.

Recordemos que « = (z| P|z) y 8 = (x| P? |x). Para continuar con el analisis del algorit-
mo propuesto se consideran las siguientes compuertas cudnticas, que se iteran varias veces
hasta que el algoritmo propuesto para el caso tripotente encuentra el archivo buscado:

1. La compuerta del marcador es: M = XXl = [d 4 (7 — 1) | X) (X].

2. La compuerta del difusor es: D = e = Id + i(sin ¢) P + (cos ¢ — 1) P2
Ahora vamos a analizar el resultado de multiplicar las compuertas del marcador M y el
difusor D por los vectores ortogonales |Wy), |Wa) v |Ws).

Primero se analizard el producto punto entre el marcador:

M = X)X

por el vector:
W) = |X)
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M|X) = el X) (X | X)
= (Id+ (e — 1) |X) (X]) | X)
= |X) + (" = 1) |X) (X]X)
= |X) + €% 1X) - |X) = ¥ |X)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 34.

A continuacién se analizara el producto punto entre el marcador:

M = X))

por el vector:
[W2) = P|X) — a|X)

M |Wy) = el X) (X W3)
= (Id + (e = 1) |X) (X]) [W2)
= [Wy) + (e = 1) [X) (X[W5)
= [W2)

Por 1ltimo se analizara el producto punto entre el marcador:

M = X)X

por el vector:

(P1X) — a|X))P?|X)

|W3>=P2|X>_B|X>_ (P|X>—Oz|X>)*P’X>_a|X>

(P[X) — a]X))

M |Ws) = el X) (X [Ws)
= (Id+ (" — 1) [X) (X]) [W3)
= [Ws) + (e — 1) |X) (X|W3)
= [W3)

Significa que la compuerta de marcador M = e*lX)XI en el subespacio generado por los
vectores | X), |Ws) v |W3) se comporta como la siguiente matriz:
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M = X)X
= Id +i(sin )P + (cos ¢ — 1) P?

e” 0 0
= 0O 1 0
0 0 1

Ahora se va a analizar el producto punto del difusor:
D =" = Id 4 i(sin ¢) P + (cos ¢ — 1) P?

por el vector:
[W1) = |X)

el vector:

[Wa) = P|X) —alX)

y el vector:

(PIX) — a]X))P?|X)
(P1X) = a X)) P|X) - a]X)

Ws) = P*|X) = B]X) —

Para ello se desarrolla el estado P |X):

P|X)=P|X)—a|X)+a|X)
= |[Wa) + a|W7)
= Oé|W1> + |W2>

A continuacién se analizard el estado P |Ws):

P[Wy) = P?|X) — aP|X)

= e+ =D+ 513) - aP 1)
= w3+ S )+ 616) — ) — o)

a(l - f)

— -+ (S

~a) W) + wa)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 35.

(P1X) — X))
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Finalmente se analizard el estado P |WW3):

Py = P 1x) - D e x) —apx)) - P Ix)

B
_ _a(l=5) a*(1 - p)
= P|X) e P |X>+—B—a2 P|X)
(., =p) _ ol =5) p
_<1+ 5o 6)P|X> B—oﬂp | X)

P(1-B) af(1-p _a1-p)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 36.

De los coeficientes de:

P|X) = a|W) + |Ws)

PIWG) = (8- @) W) + (S50 — ) ma) + )
piwy = (2 - Ly - 2D

puestos como columnas, se obtiene la siguiente matriz P:

Q B —a? 0
_a@B-—a?-1)  (B-1)(B-0)(B+a)
P=|1 B—a? (B—a2)?
U —

Eso significa que la compuerta del difusor D = ¢** = Id + i(sin¢)P + (cos ¢ — 1) P?, en
el subespacio generado por los vectores | X), |Ws) y |[W3), se comporta como la siguiente
matriz:

D = ¢"F
= Id +i(sin )P + (cos ¢ — 1) P?
dll d12 d13
= d21 d22 d23
d31 d32 d33

Donde las entradas de la matriz del difusor D = " = Id + i(sin¢) P + (cos ¢ — 1)P?
son:
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di; =tasing + Bcosp — [+ 1,

dip = ifisin ¢ — ia?sin — aBcosd + acos p + aff — a,
dia = — B=D(B=)(B+a)(cos $—1)
13

f—a? )

doy = i3 sin p—ia? sin p—af cos p+a cos p+af—a
21 B—a? )

d22 __ 2iafsin p—ia? sin p—iasin p—a? B cos p—f cos p+2a? cos p+af—a?
= B—a? ;

iy = —EAT-e)ra)isindacmsora)

dz; = cos¢ — 1,

d3ps = isin ¢ — acos ¢ + ay

p P— iaf sin p—ia sin p—B2 cos ¢+ cos p+3%—a?
33 — B—a2 .

Se puede observar que tanto la matriz del marcador M = e*PXMX| como la del difusor
D = €'*? son matirces unitarias.

El marcador M = e¥*)X] s una matriz unitaria debido a que:

M M* = el X)X gigl X)X
— i) (XX (X]

=1d

¢P

y también el difusor D = e'*" es una matriz unitaria.

Ahora se analizara también el operador extendido de Grover (), que se forma al multiplicar
la matriz del difusor D = e*? por la del marcador M = X)Xl donde dicho operador
de Grover se itera k veces hasta lograr encontrar el archivo buscado en la base de datos.
La matriz del operador extendido de Grover es:

Q=DM
— PP pipl X)(X]
= (Id +i(sin @) P + (cos ¢ — 1) P*)(Id + (e* — 1) | X) (X])
qi1 G122 413
= | 421 G22 Q23
431 432 Q33

Donde las entradas de la matriz del operador extendido de Grover () son:
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qi1 = (iasing + (cos ¢ — 1)a? + 1)e'?,
qi2 = i3sin ¢ —ia?sing — aBcos P + acos p + aff — a,

qi13 = _B=1H(B- 23(5;-204)(605(1) 1)

__ (iBsin ¢—ia? sin p—aB cos p+a cos p+af—a)el?
G21 = B—a?2 ’

__ 2iafsin p—iad sin p—ia sin p—a? B cos p— B cos p+2a2 cos p+a f—a>
q22 = B—aZ )

— _ (B=1)(B=0a)(B+a)(ising—acos ¢+a)
q23 (B—a2)? ’

q31 = (cos ¢ — 1)e’,

(32 = 1 Sin ¢ — v cos ¢ + ay

__ iafBsin p—iasin ¢—B2 cos ¢+ cos p+3%—a?
433 = 8—a? .

Recordar que cargar la base de datos en la computadora cudntica es colocar |b) en el
sistema:

[b) = A|0).

Observacién 10.

161 = {bl6)

(

= (x| P*Pz)

= (z| PP |z) = (2| P*|)
=p

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 37.

A0) = |b)

1
— o 1B
I

1
=l 14X
“ el

L (PIX) —a|X)) +

R el

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 38.

Asi el trabajo serda ahora analizar:
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Q v Mk
0 Kk

También sabemos que el operador generalizado de Grover es: Q = DM = P elX)(X],

entonces,

(DM)*A10) = ("X ENEA0) =y [Wh) + i [Wa) + [ W)

El objetivo de este operador generalizado de Grover es que: | up |?~ 0, | mx >~ 0y
| [P L.

Luego:
(Wr| e XIXTA|0) = 5 (Wi W) + i (W [Wa) + g (W | W)
= Y(1) + 1x(0) + 1(0)
=Yk
y también:
\/%7 Tk
(17 07 0) Qk \/LB - (]-a 07 O) Nk
0 M
con k=0,1,2,...

3.6. Calculos de probabilidad a través de series for-
males.

Al analizar la simulacion del algoritmo generalizado de Grover para el caso tripotente,
se observé que existen otros angulos de marcado y difusién con los cuales se encuentra
el vector |X) que es la solucién del sistema de ecuaciones P|X) = |b). Estos dngulos
de marcado y difusién son multiplos de los angulos que se presentan en la simulacién
anterior, el conjunto de estos multiplos nos generan una serie formal de angulos con los
que es posible alcanzar el vector solucién |X).

Por ejemplo si el 4ngulo inicial de marcado es 2& con el que se encuentra el vector solucién

3
del sistema de ecuaciones, otros angulos con el que se alcanza la misma solucion son: %’r,
6mr 8w etc

EREEN



Capitulo 3. Solucion de sistemas de ecuaciones utilizando matrices tripotentes. 70

Esto se debe a que la matriz de marcado es andloga a una matriz de rotacion, la cual al
rotar en un dngulo miltiplo del inicial con el que se encontré el vector solucién | X), se
vuelve a encontrar el mismo vector solucion al sistema de ecuaciones.

Una serie formal es semejante a un “tendedero “en el cual se pueden colocar ordenada-
mente todos los dngulos con los cuales es posible alcanzar la misma solucién | X).

Ahora consideraremos la funcién generatriz g(z) = > o, ys2* con k =0,1,2, ...

g(x) = Z "
k=0

= i

= (1, 0, O)Qk \/LB z*
k=0 0

\/&B

=(1, 0, 0)(Id—Qz)""! %ﬁ

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 39.

Cabe mencionar que z es una variable dummy, y que el operador generalizado de Grover
es la matriz antes mencionada:

q11 4912 413
Q=9 ¢q2 @3
q31 {432 (33

por otro lado, si:

(o) o0 \/_B
g(x) =02’ + '+’ + =Y pab=> (1, 0, 0)Q" | 5 |+
k=0 k=0 0

(acos ¢ —ifsing)x? + (iBsing — acosd — o)z + «
~ V/B(—sin? ¢ — cos? ¢)eirxd + /B((8sin® ¢ + iasin ¢ + [ cos? ¢

+(2 — B) cos p)ei* + (1 — B)sin® ¢ — iasin g + (1 — B3) cos? ¢ + B cos @) 2

+vB((—iasing — fcosp+ f— 1) +iasing + (8 —2)cosp — Bz + /B

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 40.
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Luego, si ¢ # ¢, entonces:

(ZL’) - (acos ¢p—if3 sin ) w2+ (i sin p—a cos p—a)z+a
g T V/B(—sin? p—cos? ¢)eirx3++/B((B sin? p+iasin ¢+ B cos? ¢p+(2—3) cos ¢)eir +(1—B) sin? ¢

—iasin ¢+ (1— ) cos? ¢+ cos ¢)x2++/B((—iasin ¢— B cos ¢p+B—1)e!¥? +ia sin ¢p+(8—2) cos p—B)z+v/B

Az’4+Bzx+C

También, podemos considerar a la generatriz g(z) como: g(z) = patp21 e entonces,
Az® 4+ Bx + C = g(z)(Dz* + Ex* + Fx + G)
= Z%xk(sz?’ + Ex* + Fz + G)
k=0
= Z Dyt 4 Z Erypxt? + Z Frypa® ™+ Z Gypr®
k=0 k=0 k=0 k=0

=G+ (Fryo + Gn)z + (Evo + Fyi + Gy)2?

+ Z(D”Yj—:s + Evjo + Fryj 4 Gy
=3

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 41.

Por lo tanto: E"}/O +F’}/1 +G’}/2 = A, F’}/O—{—G’)/l = B, G’}/O =C y D"}/],g—{—E’}/],Q—FF’}/J,l +
G"}/j :0, Sl] > 3.

. _C _ B-Fy _ A-Fyn1—Fvy _ —Dvj_3—Evj_o—Fyj_1
Luego: o =5, = =5% %= % yv = —r =
. 2 .,
Debido a que: g(z) = % y también

(ZL’) o (acos ¢p—if sin ) w2+ (i3 sin p—a cos p—a)z+a
g T V/B(—sin? p—cos? ¢)eiva3++/B((B sin? ¢p+iasin ¢+ cos? p+(2—3) cos ¢)eiv +(1—B) sin? ¢

—iasin ¢+ (1— ) cos? ¢+ cos ¢)x2++/B((—iasin ¢— B cos ¢p+B—1)el¥ +ia sin p+(8—2) cos p—B)z++v/B

entonces:

QIQ

Yo
aft — 40333 + 6a°3? — 4278 + o
VB(BY — 4026 + 60432 — 4085 + af)

SIE
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B — F’70
B ia sin ge? + aff cos pe'? — afe’® + ae'? + i3 sin ¢

—ia?sing — afcosd + acos¢ + aff — a

VB

—(a?sin ¢ — iaf cos ¢ + iaff — ia) sin o + (—ia?sin ¢ — B cos ¢

+af — a)cosp + (ia? —if)sing + (af — a)cosd — aff + a)

v

o A — Fvy — Evy
V2 = I
—((((2iaf? + 2ia®) sin® ¢ + (4a?B cos ¢ — 402 + 2a?) sin ¢ + (4iaB? — 4iaf3)

cos ¢ — dia3? + diaB — 2ia) cos o + (—2iaf? + diaf — 2ia®) sin? ¢ + (5% — 4028

+3a?) cos p — B2 + (4a® + 1) — 4a?) sin ¢ + (—4iaf? + biaf — ia) cos ¢ + dia >

—5iaf +ia) sin o + ((2a8% + 2a?) sin® ¢ + (—4ia? [ cos ¢ + 4ia®B — 4ia?) sin ¢

+(4ap? — 4afB) cos ¢ — 4aB? + 4af — 2a) cos? p + ((—2af? + 4a — 2a3) sin? ¢

+((—if% + 4ia?B — 3ia®) cos ¢ + i8? + (—4ia? — i) B + 4ia?) sin ¢ + (—4a3?

+5a8 — a) cos ¢ + 4af? — 5af + a) cos p + (2a — 4af) sin® ¢ + ((i5% — 2i3

+3ia?) cos ¢ —if% +if) sin ¢ + (a — af) cos ¢ + af)
VB

_ —Dyj 3—Evj_2—Fv;_1
Y 7= G .

Tenemos que P |z) = |b) con |[b) # 0, debido a que no tiene sentido que no tengamos
ningun archivo en nuestra base de datos.

También debemos tomar en cuenta que « y [, no puede tomar cualquier valor en estas
expresiones, y para ello mostraremos el siguiente teorema:

Teorema 9. Si:

1. PP=P,
2. P*=P,
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3. (z|z) =1,
4. Plr) # (x| Plx) |x) y
5. (z| P?|z) # 1.

Entonces, 0 < (z| Plz) < 8 = (z| P*|z) < 1, y P? es idempotente; es decir, (P?)? =
P*= P3P = PP = P2 Por lo tanto 1 > (z| P*|z) > 0.

Demostracion. Sea o = (x| Plz), B = (x| P*|x), |wi) = |z) y |wp) = Plz) — alz).
Sabemos que |w;) L |wy). Luego: 0 >|| |ws) ||?, debido a que las normas al cuadrado son
siempre son positivas. Entonces, tenemos que:

I wa) 1 = {wafws)
= (@] P = a(z)(P|z) — alfz))
= (x| P*|z) = a (x| P|z) - 0
=B—aa=p—-a’

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 42.

Por lo tanto 0 < 8 — a? y o < 3. En particular a? # 3. O

Sabemos también que |ws) es ortogonal a |ws) y a |wy). Luego:

ws) = P*|z) — BP |z) —

—a(l _()g) [wg) -

6_

También sabemos que |wy) L |ws) y

I ws) |I* = (ws|ws)

= (Gl (0 = B 01 P =l 550 ) (P2 1o) = 5Pk = 25

s (o «i-9)),
~ ((«] P BHP)(PH s - 2L |2>)

—-) (5- a2 =l) =5 —;_af)

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 43.
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Por lo tanto 0 < 3 — 32 — a?(1-)?

ﬁ*a2 Y
21 _ A2
= <s-p
2 _ 2
=2k <su-)
201 _ 2\2
= (11_;) < B(B—a?),

a? < B,

a < f,

por lo tanto 0 <] o |< f < 1.

Se puede concluir que existen otros angulos de marcado y difusiéon con los cuales es posible
encontrar la solucién |3). Esto se debe a que el vector de marcado es andlogo a un vector

de rotacion, el cual vuelve a encontrar la solucion al rotar.

FiGURrA 3.5: Vector de marcado rotando para hallar la solucién del sistema de ecua-

ciones.



Capitulo 3. Solucion de sistemas de ecuaciones utilizando matrices tripotentes. 75

La serie formal contiene todos los angulos con los cuales es posible alcanzar la solucién
del sistema de ecuaciones, y se puede expresar como una sumatoria infinita.

Un ejemplo de esta sumatoria seria:

2m iz, i2d dzd
g ?,W,Z = -t P+ -+

Dicha serie formal de angulos, se ocupara después en la simulacién de un ejemplo concreto.

3.7. Construcciéon de matrices tripotentes.

En esta seccion se daran a conocer las técnicas para construir matrices tripotentes a partir
de matrices idempotentes, asi como también se mostrard la estrecha relacion que existe
entre las matrices tripotentes e idempotentes.

Sea P una matriz idempotente entonces P ® N es una matriz tripotente, donde N es la
matriz de negacién.

0 0 01

0 010

0o - 0 0
N=|. . . .

0 1 000

1 0 000

También se puede demostrar que la diferencia entre dos matrices idempotentes, genera
una matriz tripotente; es decir, si A y B son dos matrices idempotentes, A — B es una
matriz tripotente.

Teorema 10. Asi, una matriz P es hermitiana y tripotente, si y soélo si, existe una
matriz A y una matriz B idempotentes y hermitianas, tales que P = A— B, con AB =0
y BA=0.

Demostracién. Entonces se tiene que: P = A — B con A> = Ay B? = B; por lo tanto,

P?=(A— B)(A—B)
= A’ - AB — BA+ B?
= A+ B

y similarmente:
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P?*=(A-B)*(A-B)

=(A-B)(A-B)
— A2 o BZ
=A-B=P
Entonces también tenemos:
P*=(A-B)"
=A-1B
=P

Se sabe que P = P*, entonces P es una matriz normal, es decir, PP* = P*P.

Implica por el teorema espectral, que existe una matriz U unitaria y una matriz D matriz
diagonal tal que P = UDU ! con:

A0 0 0
0 X O 0
D=0 0 X; 01,
0 0 O An
donde A1, As, ..., \, son los valores propios de la matriz, y \;> = \;, con \; = 0,1y — 1.

Si se sustituyen los valores propios 0, 1y — 1 en la matriz D, se obtiene:
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1 0 0 0 0 0 0
0O 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
D=|: S E
0 0 0 0 0 -« 1 0 0
o 0 --- 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 - =1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 —1

La matriz P de coeficientes se puede formar uttilizando la matriz diagonal D de la sigu-
iente manera:

P=UD)U!
=U(D; — Dy)U?
=UD U —UD, U™

con UD\U'= Ay UDy,U™! = B.

A es matriz idempotente, es decir,

A2 =UD,U'UD,U!
=UD,?U!
= AD,U ! = A.

Ademas,

AB =UD,U'UDy,U!
=UD{D; U}
=0
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BA=UD, U 'UD,U!
=UDy,D,U™!
= 0.

También,

A* = (UD)U)
= (U (DU
— (U*)*DlUil
=UD,\U ' = A,

[
Por otro lado, si se tiene un sistema de ecuaciones P |X) = |b), donde P es una matriz

tripotente, al multiplicar ambos lados del sistema de ecuaciones por la matriz P, se
obtiene:

PP|X) = P|b)

P?|X) = P|b)

donde P? es una matriz de coeficientes idempotente, |X) es el vector de incégnitas y
ahora P |b) es el vector cuyas entradas son conocidas.

Se puede concluir por este razonamiento que el caso de un sistema de ecuaciones con
una matriz de coeficientes idempotente, engloba al caso donde se tiene un sistema de
ecuaciones con una matriz tripotente.



Capitulo 4

Simulacion y resultados

En el presente capitulo se presentara la simulacién que se realizé del algoritmo cuéntico
propuesto como solucién a un sistema de ecuaciones, donde la matriz de coeficientes es
singular, hermitiana y tripotente. Dicha simulacién se darda a conocer a través de un
ejemplo concreto, donde se presentara la matriz de coeficientes P, el vector de incégnitas
|z) y el vector de resultados |b) del ejemplo.

Se presentara la solucion al sistema de ecuaciones propuesto y también cada resultado de
la simulacién hasta llegar a conocer los valores del vector de incégnitas |x).

4.1. Simulacion.

Sitmular: es realizar los calculos; es decir, la multiplicaciéon de matrices unitarias para
llegar al resultado deseado [2].

La simulacién del algoritmo generalizado de Grover para el caso tripotente se realizé con el
software de wx-Maxima, version 11.08, dicho software se utiliz6é debido a que se especializa
en realizar calculos simbdlicos.

Ejemplo 15. Problema a resolver: encontrar | X) en P|X) = |b), donde P es la matriz
de coeficientes y es una matriz singular, hermitiana, tripotente y no idempotente.

Para este ejemplo la matriz P sera:

A SO SR
p_|1 0 & 0 ¢ 0 -3 0
o -+ 0 1 0 2 0 1
R
o 4 0 -1 0o 41 o0 3
0 -1 0 1 0 2 0

-
Ne)
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El vector de incégnitas |X) que se desea encontrar es:

V2+1
T 2v/3
) 0
_v2-1
I3 2\/5
Ty 0
[ X) = — | vau
T5 W
Tg 0
T7 _V2-1
xTs 6\/5

Cabe notar que el valor |X) no es conocido pero si es posible distinguirlo.

El vector de resultados |b) es:

[\
- o)

[\
RSk

[\
=3

Lo}
=%

El primer paso del algoritmo es cargar |b) en la computadora cudntica, para ello se parte
de un estado inicial, el cual en el ejemplo es |1).

gy
~
I
cCoococooco~O

Después se multiplica dicho vector por una matriz A, que es unitaria y que permitira que
se realice la transicién en la computadora cuantica del estado inicial al estado donde ya
se tiene en memoria el vector |b).

Una matriz A que es posible implementar en una computadora cuantica es la matriz de
Walsh-Hadamard 6 el producto tensiorial de matrices de Walsh-Hadamard [10].

En este ejemplo la matriz A es:
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29 2 0 5 0 5 O
ol o 1 o 1 o !
T R . S
1 1 1 1
Lo L o0 -1 0 -1 o
1 1 1 1
vz %o 0T ) T
1o -1 o0 -1 o L o0
01 0 -1 o -1 0 1

El resultado de multiplicar el vector inicial |1) por la matriz unitaria A es:

A1y =

N O Ok Ok O

El segundo paso es multiplicar este vector resultante por el operador generalizado de

Grover Q).

El sistema de ecuaciones de este ejemplo se resolvié con sélo dos iteraciones de oper-
ador generalizado de Grover (). Recordemos que para formar el operador generalizado de
Grover (), se necesita la multiplicacién de dos matrices, una es la matriz del marcador
M = X)Xy otra es la matriz del difusor D = ", donde el operador generalizado
de Grover () es el resultado de dicho producto.

Q=DM

_ GiBP igl X)(X]

= (Id +i(sin @) P + (cos ¢ — 1)PH)(Id + (e* — 1)| X )(X]).

La matriz del marcador es M = eX)X| pero en el ejemplo el dangulo de marcado es
¢ = 7, entonces la matriz del marcador M = XXl ge simplifica a:
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M = X)X
=Id+ (e — 1)| X)(X]|
=Id+ (™ - 1)|X)(X]|

[\
[N[eV)

+

w

= 673 0 % 0 — 6 0 % 0
0 1 0 0 0 0 0 0
3 3
% 0 2 6+3 0 % 0 2 . 3 0
- 0 0O 0 1 0 0O 0 0
— 3 3
_276+3 0 % 0 _27673 0 % 0
0 0O 0 0 0 1 0 0
3 3
% 0 276—3 0 % 0 276+3 0
0 0 0 0 0 0 0 1

Y la matriz del difusor es D = ¢e**f

difundir es ¢ = %”, entonces la matriz del difusor D = e

, pero debido a que en el ejemplo el angulo para
9P se simplifica a:

D = "F
= Id +i(sin )P + (cos ¢ — 1) P?

2 2
= Id + i(sin l)P + (COS—,/T —1)P?

3 3
1 3% _3 VB3 _B _3 B
38 8 8 8 8 8 8

3% _ 1 VB 3  _ V3 03 VB _3

8 8 8 38 8 8 8 8
3 VB _1 3% _3 V@ 3 _\E

8 8 38 8 8 8 8 8

V3 _3 3% 1 VB _3 _\B 3

— 8 8 8 8 8 38 8 8
3 _Bi _3 @ _1 3% _3 B

8 8 8 38 8 8 8

VB3 VB 3 3% 1 B _3

8 8 8 8 8 8 38

3 VB 3 _\Bi _3 @ _1 3%

8 8 8 8 8 8 38 8

V3 3 _\B 3 va  _3 8% _1

8 8 8 8 8 8 8 8

Con la matriz del marcador y el difusor simplificadas, y adecuadas al ejemplo que se esta
simulando, se obtiene una nueva matriz (), que es la matriz del operador generalizado de
Grover para el ejemplo.
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Q=DM
— PP i X)(X]
= (Id +i(sin @) P + (cos ¢ — 1) P®)(Id + (e — 1)| X ){(X])
2m 2 ,
= (Id + i(sin ?)P + (cos 3 DP?)(Id + (™ — 1)| X){(X]|
2249 3_%2 _32%—1 V3i _2%—3 _ /3Bi _32%_1 V/3i
24 8 , 24 8 24 8 , 24 8
@3 -mi 1 (2341 3 (2245)i 3 (2241)i 3
8V/3 8 8V/3 8 8V/3 8 8V3 8
323 41 V3i 28 9 334 323 41 V3i 2843 VBi
24 8 24 8 24 8 24 8
_(22-1)i 3 (3476 1 (22-1)i 3 (22 —5)i 3
- 83\/§ 8\/3g 8 83\/§ 38 8\/3g 8
223 V/Bi 3221 /3 2249 32i 3221 /3i
24 8 , 24 8 24 8 , 24 8
_ (2245)i 3 (2241)¢ 3 _(22-7)i 1 (2241)¢ 3
§\/§ 8 83\/5 8 §\/§ 8 83\/5 38
32241 V/3i 2243 /3B 32241 V/3i 229 324
24 8 24 8 2 8 24 8
_(22-1i 3 (22 —5)i 3 _(22-1i 3 (22+7i 1
8V/3 8 8V3 8 8V/3 8 8V3 8

Después se multiplica el operador generalizado de Grover () por el vector resultante de
multiplicar A |1) y entonces se obtiene el vector QA [1):

V3i
4

V3i
1

QA = | 4
4

4
V3i
4

(N

=

—

S

El tercer paso es realizar una segunda iteracion del operador generalizado de Grover @)
para obtener el vector Q%A |1), es decir,

2
Q°Al) = (vV2+1)i
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Dicho vector Q%A 1) es la solucién del sistema de ecuaciones P|z) = |b); es decir, el
vector Q?A [1) es igual al vector |x), salvo una fase global, que en el ejemplo es igual a
—1.

Asi el vector |z) es:

S
¥
+

y el vector Q%A 1) es:

2 —
Q A ’1> - (V2+1)i

4.2. Resultados.

Los resultados que arroja la simulacion son:

1. A través del algoritmo propuesto para el caso tripotente, si se obtiene la solucién
del sistema de ecuaciones propuesto al inicio de la simulacion.

2. Los angulos de marcado y difusiéon no necesariamente son iguales en el caso tripo-
tente, mientras que en el caso idepotente si deben ser iguales.

3. Es importante aclarar que con el algoritmo cuantico generalizado de Grover para el
caso idempotente, también se puede resolver el sistema de ecuaciones, pero partiendo
de otras condiciones, por ejemplo el angulo de marcado y el angulo de difusion
deben ser iguales, la matriz unitaria A del primer paso puede tener otra forma y eso
puede tener implicaciones en el momento de la implementacién fisica, por lo que se
plantea el algoritmo cuantico generalizado de Grover para el caso tripotente como
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una opcién mas para resolver sistemas de ecuaciones donde la matriz de coeficientie
es singular, hermitiana y tripotente.



Capitulo 5

Correccion al algoritmo de
amplificacion de amplitud cuantica

En éste capitulo se realizara una modificacién al algoritmo de amplificacion de amplitud
cuantica, dicha modificacion consistirda en hacer una generalizacién del algoritmo de am-
plificacién de amplitud cuantica, de tal forma que sea posible encontrar con certeza, en
un subespacio invariante de tres dimensiones, un estado deseado, dicho estado contiene
los archivos que son buscados dentro de una base de datos no estructurada.

5.1. Modificaciones al algoritmo de amplificacién de
amplitud.

El presente trabajo de tesis, pretende afirmar: que un estado deseado, puede encontrarse
con certeza a través del algoritmo extendido de Grover en un subespacio invariante posible
de tres dimensiones, a diferencia de lo que afirman Jin, W. L. y Chen, X. D. en su articulo
sobre informacién cuantica donde mencionan que un estado deseado, no puede encontrarse
con certeza dentro de un subespacio posible de tres dimensiones a través del algoritmo
de amplificacién de amplitud cuantica, que es una generalizacion del algoritmo de Grover
[9].

En el contexto de amplificacién de amplitud cudntica:

Sea A un algoritmo (sin medicién) con un estado inicial |s). La posibilidad de éxito del
algoritmo A es mayor que 0 y menor que 1; es decir, 0 < a < 1, donde a es la posiblidad
de éxito del algoritmo A.

Sea también T' = Xy, X1,..., Xy_1, un conjunto de elementos de una base de datos, tales
que Als) = Zij\:()l C; | X;) para ciertas amplitudes Cy, C1, ..., Cy_1 que son complejas y

0 ,siisj
1, sii=j

(XilX;) = {

86
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s>—1 A -

F1aurA 5.1: Modelo de circuito del algoritmo A |s).

Lo que se quiere es mejorara la probabilidad de éxito del algoritmo A.

El algoritmo de amplificacién de amplitud cuantica es el siguiente:

|s>—h—— S asa’ - S Hasa A

0 Q

FiGurA 5.2: Modelo de circuito del algoritmo de amplificaciéon de amplitud cudntica,
donde Q = AS - A718S.

En principio podemos escribir: A[s) = > v 5 Ci |Xi) + > y,0p5 Ci|Xi), donde B es el
conjunto de los archivos que se buscan (estados buenos). Pero también podemos escribir:
A|s) = |11) + |[to), donde |¢h1) son los estados buenos y |1g) los estados malos; es decir
que, A|s) = |buenos) + |malos), con (buenos|malos) = 0.

Ahora se supone que el espacio de busqueda esta incluido en un espacio mas grande,
ademas se asume que los estados malos son muchos y que tienen mucho espacio hacia
abajo, por lo que se descomponen en dos partes, de tal manera que el estado A|s) no
esté en el espacio generado por los estados buenos y so6lo una parte de los estados malos:

Als) = [¥1) + |Y0,1) + [o2) -

Asi tenemos tres vectores que son linealmente independientes:

1. El vector de los estados buenos: |¢1),
2. El vector de los estados malos: [1)g) y

3. El vector A |s).

Jin, W. L. y Chen, X. D. ponen como estado inicial, al vector de norma uno: |yy) =
|Y1) + |10.1), el cudl tiene a los estados buenos y sélo una parte de los malos. A diferencia
del vector A |s), que es una combinacién lineal de los estados buenos y las dos partes que
forman los estados malos:
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| Vo>

\/ >|SU0>

k2%

FIGURA 5.3: |y9) no estd en el espacio generado por los estados buenos |¢1) y los
estados malos [1)g).

Als) = [¥1) + |[Y0,1) + [o2) -

También el vector del estado inicial |yy) se puede normalizar y definir como:

L) +sin0— )
sin———— ,
T Toor ]l Vo

|70) = cos 6

0 también, ‘
|70) = cos @ |a) + sin B’ |3) .

Pero més adelante se mostrarda que con este estado inicial |vy), no es posible alcanzar la
solucién del sistema de ecuaciones P |X) = |b), como se muestra en el siguiente diagrama
de circuito:

1P| |

XL g || /ﬂ%%
Q Q

| Vo

F1GURA 5.4: Modelo de circuito del algoritmo de amplificacién de amplitud cuantica
modificado, que parte del estado inicial |yg) y a través de cuél no se encuentra la solucién
del sistema de ecuaciones.

Definicién 12. El P — espacio ciclico generado por |X) es:

W = span(|X), P |X))
={z|X)+yP|X)|z,y € C}.
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Se quiere demostrar que: Q(z |X)+yP|X)) = 2’| X)+y' P |X) para cualesquiera x, y que
sean complejos, y algunos 2.y’ que sean complejos también, es decir, que el P — espacio
ciclico generado por | X) es ) — invariante.

Teorema 11. Sea P una matriz idempotente, | X) un vector unitario y Q = e*F el X)X,

Entonces el P — espacio ciclico generado por |X) es Q — invariante.

Demostracion. Como Q(z |X) +yP |X)) =z2Q |X) + yQP |X), basta con checar que:
Q|X) e W = span(|X), P|X)) y también que QP |X) € W = span(|X), P |X)).

En efecto:

Q |X) — PP piel X)(X] |X>
= [Id+ (" — 1)P][Id + (e — 1) | X) (X]] | X)
= [Id+ (¢ = 1)P][|X) + (¢ — 1) | X) (X|X)]
=¥ |X) + (e —1)P|X) .

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 44.

donde se puede ver que: € | X) + €% (e — 1)P|X) € W = span(|X), P |X)).

Ahora también considerando (X| P |X) = «, y P idempotente; es decir, P? = P para:

QP|X) = €71 p | x)
= [Id+ (¢ = ) P][Id + (¢ — 1) |X) (X[} |X)
= [Id+ (¢ = )P][P|X) + (¢ = 1)|X) (X| P|X)]
= (e = 1)|X) + ¢ + a(e® — 1)(e — 1)]P|X)

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 45.

donde se puede ver que:
ale® — 1) |X) + [€ + a(e — 1)(e — 1)]P|X) € W = span(|X), P|X)).
O

Corolario 1. En el algoritmo cuédntico de la figura 5.4 donde Q = e*¢Pei?XNHXI P2 = P,
P* =Py (X|X) =1.Si|vy) no esta en el P — espacio ciclico generado por |X) entonces,
Q7 |v0) # | X), Vj entero no negativo.
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Demostracién. Por contradiccion suponemos que Q7 |yy) = | X), Vj entero no negativo.

Entonces |y) = Q7| X), pero |X) esta en el P — espacio ciclico generado por |X), pero
este espacio es también Q™! — invariante; es decir,

Q(z |X) +yP|X)) =" |X) +y'P|X)

2 |X) +yP|X) = Q7 (2 |X) +y'P|X)).

Entonces, |yo) estd en el P —espacio ciclico generado por | X), pero esto es una contradic-
cion.

En conclusién |yg) no estd en el P — espacio ciclico generado por | X), por lo que a través
del estado inicial |vy), no es posible con el algoritmo de amplificaciéon de amplitud cuantica
alcanzar la solucién | X'), como se muestra en el diagrama de circuito de la figura 5.4. [

Observacién 11. Tratamos ahora de escribir este resultado en términos del algoritmo de
amplificacion de amplitud cuantica. Recordemos que en el algoritmo de amplificacién de
amplitud cudntica, tenemos un algoritmo A, con un estado inicial |s) y una probabilidad
de éxito mayor que 0 y menor que 1, dicha probabilidad de éxito del algoritmo A se busca
mejorar a través de multiplicaciones iteradas de las matrices que forman el operador
generalizado de Grover Q).

Q = AUy(¢) AU yp).
Donde: A|s) = |¢1) + |¢o), y también:

Us(¢) = Id + (" — 1) |s) (s]
_ pidls)sl

, 1
Ul) = 1+ (¢ — 1) i) (s
- lei%0|1/11><1/11|‘
a

La probabilidad de éxito del algoritmo A es igual a a, donde: a = (Y1]1)1), vy Als) =
[U1) + |2bo).
Definicion 13.

1 1 1
P = (A4 - ATY(9)A ™)
= AU~ U()) A
1 .
= A (e - 1)) (s

= Als) (s] AL,
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Podemos comprobar que P es idempoptente:

pP?=PP
= (Als) (s| AT)(Als) (s] A7)
= Als) (s| A7!
=P

También podemos comprobar que P es hermitiana:

P*

I
—~

s
o
~—
—
>

s
~—

= (A%)*|s) (s| A"

Ahora se escribe el algoritmo de amplificacion de amplitud cudntica en términos de un
sistema de ecuaciones.

Definicién 14. Se define al vector solucién del sistema de ecuaciones P |X) = |b), como:

[ X) = | 1)

el 1/} !
— = [¢1)

<¢1|¢1>

1
—%Wh)-

Se define el vector conocido |b) como:

_1L
b) = P[X) = Als) (s| A 7 |¥1)

AM@M*M%i%M$MNWQ

<wwwm=%wmwm
— Va(|thr) + |to)) = valir) + valdo)

I
Dl

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 46.

Finalmente, [b) = \/a|11) + v/a|1) y cumple la condicién P |X) = |b).

Lo anterior muestra como se pasa el algoritmo de amplificaciéon de amplitud cudntica a
un algoritmo en términos de un sistema de ecuaciones, donde: P = A|s) (s| A™!, |b) =

Valpn) +valvo) y a = (hfr).
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También: A |s) = [11) + [1o) v | X) = f |U1).

Corolario 2. Sea A un algoritmo cudntico sin medicién, con un estado inicial |s) y
|v0) = COSHW H [91) + sm@w i |90.1), tal que Als) no esta en el subespacio generado

por |¢1) v |¢o1); entonces, (’yo|fyo> =1y Q) # |X), Vj entero no negativo.

Demostracidn. Se sabe que: Q = AUy(¢)A™'U(p), donde:

Un(¢) = Id + (e — 1) s) (s|
_ sl

L1

Ug) = 1+ (&% — 1) i) {w]
_ Lokl

a

Luego, la norma al cuadrado de |vg) es

(Yo|Y0) =| cos @ |* + | sin fe® |?
=| cosf |* + | sind [*| € |
=|cos®0 | + | sin®0 |
=1.

El estado: A|0) = |¢1)+[101) +|10,2), en donde se pueden distinguir dos ejes de un plano:
los estados buenos [¢/1), y las dos partes que forman los estados malos [tg1) + |t02),
mientras que el estado |y0) = |¢1) + [11); es decir, el vector |yy) es una combinacién
lineal de los estados buenos |1)1), y s6lo una parte de los estados malos |t 1), formdndose
un vector se sale del plano generado por los estados buenos y las dos partes que forman
los estados malos.

Por lo tanto el estado A |0) no esta en el subespacio generado por [11) ¥ [101). O
Corolario 3. |yg) no esta en el P — espacio ciclico generado por |X).

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que |yg) si esta en el P — espacio ciclico
generado por | X).

Esto significa que existen x,y nimeros complejos, tales que:

o) = 2 |X) +yP|X) =2 |X) +yAls) (s| A" |X)
2 |X) +yAls) (1] + (o) |X>

1
| ) +yAls) Va.

 Va
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Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion 47.

Con y # 0, pues si hay malos y también:

1
Aw>:§7;mo—§g%»

entonces A |s) es generado por [i1) v [¢g), lo cudl contradice la hipétesis.

Por lo tanto |yo) no esta en el P — espacio ciclico generado por | X) y entonces Q7 |vyo) #
| X'), V7 entero no negativo. O

Para Jin, W. L. y Chen, X. D. que afirman que un estado deseado no puede encontrarse
con certeza dentro de un subespacio posible de tres dimensiones siguiendo el algoritmo de
amplificacién de amplitud cudntica, M es el nimero de estados (vectores de norma uno)
deseados dentro de una base de datos desordenada y N es el nimero de estados totales
(registros en general) [9)].

Sea T' = {Cy,...,Cn_1} un conjunto de nimeros complejos tales que:

1Co P+ + | On P=1.

Sea también |yy) = Zivz_ol C, |X) donde |0),|1),...,|N — 1) es una base ortonormal, y
Y el conjunto de estados deseados, con | Y |= M.

o) = ey Co | X) + 3 ,e5 Cr |X), donde Y es el complemento de Y. Es decir, que el
estado inicial |yp) contiene a los estados que son deseados y una parte de los estados que
no son deseados.

Definicién 15. Sea |5) = \/ﬁ Yowey O | X) v |a) = \/ﬁ Y vey O |X).

7o) =l B 18) + || @ || |), de forma mé&s general es:

17%0) =b|8) +ala), con |a|* +]b|*>=1, donde a y b son niimeros complejos.

o) =l BI18) + [ e || |a)
=[] e [B)+|ale®|a)
= (Ja la)+] 5| 157 |3)
=[alla)+|b]e*|B)
= cos(fy) |) +sin(By)e” |B) .

Esta forma de considerar a |yy) como el estado inicial del algoritmo es més general que el
estado inicial del que partia el algoritmo de amplificacién de amplitud cuantica, ya que
a y b pueden tomar cualquier valor de las coordenadas que forman la esfera de Bloch.
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Hipdtesis: supéngase que A |0) no esta en el espacio generado por |a) y |5) donde |a) son
los archivos malos o que no se buscan y |3) son los archivos buenos o buscados.

De la hipdtesis anterior se sigue que |a), |5) y A|0) son linealmente independientes.

Luego se aplica el procedimiento de Gram Schmidt para ortogonalizar los vectores |a),
|B) v A]0), de esta forma se pueden distinguir estos estados:

18)
lur) = |a)

uz) = A[0) = Y1 [B) + Y2 o).

|uo)

Esto para ciertos Y; y Y5 que son complejos.

Después se normaliza y de esta manera se tiene:

1 1 Y1 Y,
T lug) = +——A0) — 7—— |B) — —— |a).
| uz | | s || | s | | us ||
Ahora se renombra;
1
ug) = |o)
fus ||
Por lo tanto:
Y5
o) = 7——A[0) — 18) — |a)
| e || || || | s ||
1 Y5
T Al0) = 18) + a) — o).
| uz | || || [z ||

Se puede escribir que:

Al0) =Y1[B) + Y2 |a) + Yso),

donde Y |) son los archivos buenos o buscados y Yz |a) + Y3 |o) son los archivos malos
o no buscados.

Ahora se desea relacionar esta informacién con la informacion que se tiene en términos
de sistemas de ecuaciones, donde:

By |X) = ).
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El algoritmo que resuelve este sistema de ecuaciones es:

igp

e

Q

ip|X < x

7

Q

F1GUuRrRA 5.5: Modelo de circuito del algoritmo de amplificacién de amplitud cuantica
modificado, a través de cudl si se encuentra la solucién del sistema de ecuaciones.

donde B |s) = Hbll |b).

Definicién 16. Al pasar el algoritmo de amplificaciéon de amplitud cuantica a un algo-
ritmo que resuelva un sistema de ecuaciones, se define:

Se recuerda también que:

|70) = cos —

De una forma més general se tiene:

Vo) = 21 |B) + 22|y ,con | 21 |7+ | 22 [P= 1,

|b) =

| ¢1|

= A0) (0] A"

a = (P1|1)

Valr) +Va o)

donde |¢1) = Y1(B), |th) = Yala) +Ys|o) y

=Y (8] Y1]5)

= Y7Y1(B15)
=y

| |t1) + sin f———

I ¢01|

| |%ho,1) -

donde z; y 29 son nimeros complejos, y ademds z; # 0, también zy # 0 y despejando |3)

se tiene:
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y sustituyendo en:

[b) = Valir) + Valio)

entonces se obtiene:

b) = VaY1 |B) 4+ vaYs |a) + VaYs o)
\le| ) ﬁzyllz2|a>+ﬁn|a>+ﬁ%|0>

le|0> (VaYs = Y2 j0) 4 VaYs o).

Sea Ry una matriz idempotente, singular y hermitiana, tal que:

RO |X> - (\/_Y \/EYIZQ) |O[> +\/_)/:3 |0> y PORO - 0 pero también ROPO = 0. En tal caso
PO |X> |b> le |’70>+R0 |X> P() |X> Ro |X> le |'70> (PO_RO) |X> \[Yl |7 >

Ahora sea |c) = Zl Y% |~0) | entonces se obtiene:

(Fo — Ro) | X) = |e)

con Py, Ry matrices idempotentes y PhRg = 0 = RoFy. También se define la diferencia de
matrices idempotentes Py — Ry como una matriz tripotente.

Asi para resolver el sistema de ecuaciones (Py — Rp) | X) = |c), se tienen dos formas:

1. Aplicando la teoria para matrices tripotentes y

2. Aplicando la teoria para matrices idempotentes.

Para la primera consideramos que las matrices Py y Ry, son idempotentes, pero la difer-
encia de dos matrices idempotentes genera una matriz tripotente; es decir, Py — Ry es una
matriz tripotente.

Se quiere resolver el sistema de ecuaciones (Py — Ry) |X) = |¢) y tomando (Py — Ry) = P,
también se puede expresar como:

PIX) =lo,
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ippP

e I

emﬂX><XI7

io|X > x ' m
|fy0 e€9| VAN ‘_eI¢P Ll

Q Q

FI1GURA 5.6: Modelo de circuito del algoritmo que resuelve el sistema de ecuaciones:

P|X) = le).

donde |c) = |y) pero normalizado y P es una matriz tripotente.

Para la segunda forma multiplicamos ambos lados del sistema de ecuaciones (Py —

Ro) | X) = |c) por la diferencia Py — Ry y se obtiene:

(Fo — Ro)(Po — Ro) | X) = (Po — Ro) )
(Po — Ro)* |X) = (P — Ro) |c
(Po — Ro)* |X) = |c)

(PF+ R3)|X) =1¢)
(Po+ Ro) | X) = |c)
P?|X) = Plc)

con Py + Ry = P? como una matriz idempotente.

Ya que se tiene que:

(Py — Ro)> = P} — PyRy — RyPy + R2
= P} + R
=PFy+ Ry

porque PyRy = 0 = RyF,, también Py + Ry es idempoptente; es decir,

(Po+ Ro)?> = Py + PyRo + RoPy + R}
=P + R}
= Py + Ro.
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Asi que:
6i¢(Po—Ro)2 — ¢i¢(Po+Ro)
_ (i¢PotidRo
= ¢!?ToioRo

Ya se habia definido Py como Py = A|0) (0] A~! y ahora también se define Ry como
Ry = A|1) (1] A~!, entonces:

PyRy = A|0) (0] AP A1) (1] A7
— A0) (0) (1] A
=0

y también:

RoPy= A1) (1| A7t A|0) (0] A~*
= A1) (0) (0] A~
= 0.

Ahora tanto Py como Ry son matrices idempotentes, y se demuestra que:

P? = RyP,
= A|0) (0] A7 A0) (0] A
= A0) (1) (0] A~
= A|0) (0] A™*
= Po

y también:

RS = RoRy
=A1)(1]ATTA) (1] AT
= A1) (1) (1[4
=A1) (1A
= Ry.

También tanto Py como Ry son matrices hermitianas, y se demuestra que:

Py = (A]0) (0] A7)
(A7) (0" |0)" A"

(A)"[0) (0] A7

A0y (0] A1

P
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y también:

Ry = (A1) (1] A1y
— (A7) A
— (47" [1) (14"

Ahora se define |¢) como (Py — Ry) |X) = |¢), con | X) = |5), que es el estado bueno o
buscado, entonces tenemos el sistema de ecuaciones: (Py — Rp) |5) = |¢) .

Mientras que |c) son todos los estados de la base de datos que se cargan en la computadora
cuantica, y se define como:

€} = €10)
= 21]6) + zla).

También sabemos que A |0) no esta en el espacio generado por |a) y |3); es decir, que:

A0) & span(|B) , |e)).

la) v |5) son estados distinguibles, es decir, (B|a) = 0y (8]5) = 1. También |«) son los
estados malos o no buscados, y se puede definir como |a) = |¢) — (B]c) |5). El estado |a)
normalizado serd: |a) = \/ém ).

Considerando el sistema de ecuaciones: (Py — Ry) |8) = |¢), donde Py — Ry = P; entonces
tenemos que: P|5) = |c), y si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por P, nos
queda P?|3) = P|c), con P? como matriz idempotente y hermitiana; es decir, (P?)? = P2
y (P2 = P,

El algoritmo que soluciona este sistema de ecuaciones P? |3) = P |c) sera:

l- \/ - 2
1 |Pe e €9|5/\5|_ engp
[I1Pcll

N el¢|ﬁ><ﬁ‘ | ei¢P2 L m 4{/};>

Q Q

FIGURA 5.7: Algoritmo que resuelve el sistema de ecuaciones: P?|3) = P|c).

Ahora el diagrama de circuito anterior, nos muestra el algoritmo que deseamos mejo-
rar, donde el estado inicial del algoritmo es el vector: |yy) = z1|8) + 22|la) v Q =
AUY(S)A™ Uy ()-

Se sabe que A|s) = |¢1) + |Yo1) + [to2), Pero Als) no esta en el espacio generado por
o) v [8) -
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ez‘@lﬁXﬁ\ R ei¢|5><ﬁ\ P /7& ¢

Q Q

| Vo

FIGURA 5.8: Modelo de circuito del algoritmo que parte del estado inicial: |yg), y que
se modificard para que resuelva el sistema de ecuaciones: P2 |8) = P |c).

Ya que |70) = |¢1) +]101); es decir, que s6lo contiene parte de los malos, y con este estado
inicial no es posible llegar al vector solucién |3) a través del algoritmo de amplificacién
de amplitud cuantica.

En la mejora que se realiza al algoritmo de amplificacién de amplitud cudntica, se multi-
plica este estado inicial |yp) por una matriz unitaria B, donde:

A B 1
B — im(BIRol8) 1Ro\6><ﬁlRoyB o) = —=————P|c)
| Ple) |l

Esta matriz unitaria B resulta de comparar P |c) = (Py+ Ro) |8) con |¢) = (Py — Ry) | 5),
y esto debido a que:

Plc)=PP|B)
= P*13)
= (Py — Ro)*|8)
= (B + Rp)18)
= (Po+ Ro) |B) -

Con PyRy =0, RyPy =0, P} = By y R? = R, por ser Py y Ry matrices idempotentes.

Ahora nétese que |c¢) = (Py — Ro) |8), entonces, |¢) v P |c) sélo son diferentes en el signo
menos de Ry.

Propiedad 2. B = (8| Ry |3) ™" Ry |3) (8] Ro es una matriz idempotente, también es una
matriz hermitiana.

Demostracion. 1. (8] Ry |8)™" Ro|3) (8] Ro es una matriz idempotente.

(Bl Ro |B)™" Ro|B) (B| Ro = (B Ro|B) ™" Ro |B) (B| Ro (8| Ro|B) ™" Ro |B) (B| Ry
= (B| Ry |8) > Ry |B) (8| Ro |B) (B| Ro
= (B| Ry |8) " Ry |B) (8| Ro.

2. (Bl Ro|B)"" Ro|B) (8] Ry es una matriz hermitiana.
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(Ro |8) (8] Ro)"({B| Ro 18) )"
(B Ro[8) ") (Ro |8) (B] Ro)*
(18)" R (BI")—1R5 (8" 18)" Rg
({81 Ro18)) ™" Ro|8) (8] Ro.

((B| Ry |8)™" Ro |B) (B| Ro)* =

Entonces B es una matriz unitaria y hermitiana. O]
i \/ﬁ ) i e S o
”PI ”|Pc e plB Bl JSPL L, e8| ez¢P ] ﬁ/\ 15>
C

Q Q

FIGURA 5.9: Modelo de circuito del algoritmo que parte del estado inicial: P |c), y que
resuelve el sistema de ecuaciones: P?|3) = P|c).

Propiedad 3. En general, la matriz U = Id — 2 (8| Ry |5) " Ro |3) (8| Ry es unitaria.

Demostracion. A= (3| Ry|8)"" Ry |B) (8] Ry es una matriz hermitiana y ¢ € R, entonces,
e?4 es una matriz unitaria.

eicpA(eicpA)* _ eigpAe(igoA)*

— ez’apAe—igaA*
— eiger—igoA
= eO

= Id.

Ademés recordemos que si P es una matriz idempotente, entonces, e = I'd+ (e?¥ —1)P.

Luego:

eimOIR0l8) " Fold) (BIRo — 1q 4 (e — 1) (] Ry |B) ™" Ro8) (5| Ro
=1d—2(8| Ry |B)™" Ro|B) (B Ro.
]

Teorema 12. Al multiplicar la matriz unitaria B por el vector |v,), se carga en la
computadora cudntica el vector P |c) pero normalizado; es decir, con esta instruccién se
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cargan todos los archivos de la base de datos no estructurada, tanto los que se buscan
como los que no, en otras palabras:

1

Bly) = mp ) -

Demostracion.
1 1 1
U |c) = Ble) = =7
|| ) || || ) || [ e} |l

|||>H
:|||C>H |||>H |||>H

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion /8.

Bly) = U(Py — Ro)|B)
(P — Ro) |B) +2(B |Ro|5>71 Ry |B3) <5|R§ 13)

(Po— Ro)*|B) = P*|B) = Ple).

Pero también sabemos que:

1) 1| = Vel le) = v/ (B] (Ps — R)(Po — Ro) |3)

(8] (Po — Ro)(Py — Ro) |8) = v/(B] (Po — Ro)?|8)
(

(

Bl P2(8) = v/ (8] (P?)?]B)
c[ PrPlc) = /I Ple) |I> =] Ple) Il -

I
PN

Para ver los calculos completos remitirse al Apéndice A, Ecuacion /9.

Entonces: || |¢) ||=]| Plc) ||. Por lo tanto: B |yo) = P! c). [

IIPI

Observacién 12. Regresando a la modificacién al algoritmo de amplificacién de ampli-
tud cuéntica. El estado inicial del algoritmo |yo) se multiplicard por la matriz unitaria
B, ast B|yo) sera el estado de preparacién del algoritmo. A su vez el estado B |yg) se
multiplica por el operador generalizado de Grover @, el cual se compone del producto
de dos matrices: la de marcado €9 y la de difusién ¢””. Dicho operador generaliza-
do de Grover @) se itera hasta encontrar el estado |5) que es la solucién del sistema de
ecuaciones (Fy — Ry) |B) = |c).

Observacién 13. En el caso idempotente, el diagrama de circuito expresa como el al-
goritmo propuesto corrige a amplificaciéon de amplitud cuantica. El algoritmo propuesto
resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

(Fo + Ro) [8) = (Py — Ro) |e)

P2|B) = Plc).
Propiedad 4. " = ASy(¢) A" eiFo,
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F1GurA 5.10: Modelo de circuito del algoritmo de amplificaciéon de amplitud cuantica
modificado, que parte del estado inicial: |7yg).

Demostracion.
€i¢P2 — P(PotRo) _ pidoPotidRo _ 1P i¢Ro
= [Id + (" — 1) Ple®™ = [Id + (" — 1) A|0) (0] A~}]e!**0
= A[ld + (e — 1) |0) (0]] A~ e o,

Para ver los cdlculos completos remitirse al Apéndice A, Fcuacion 50.

Hay que recordar que: P = Py — Ry, P> = Py + Ry y PyRy = RyP, = 0. Por otor lado:

So(¢)10) = € |0) = (Id + (e — 1) |0) {0]) |0)
=10) + (¢ — 1) |0) (0]0)
=10) + (¢ = 1) |0)
=10) + ¢ [0) — |0) = € |0)

y si | X) es ortogonal a |0); entonces,

So(9) |X) = |X)
= (Id + (e = 1)0) 0]) | X)
= |X) + (" = 1)]0) (0|X) = |X).

Por lo tanto: So(¢) = Id + (¢ — 1) ]0) (0] . O

Observacion 14. En el caso tripotente, el siguiente diagrama de circuito expresa como
el algoritmo propuesto corrige a amplificaciéon de amplitud cuantica de forma diferente a
como se corrige en el caso idempotente.

El algoritmo resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
(Fo — Ro) |B) = |c)
Pg) =l

Propiedad 5. e" = ASy(¢) A~ te~i¢to,
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FIGURA 5.11: Modelo de circuito del algoritmo que parte del estado inicial: |yg), y que
resuelve el sistema de ecuaciones: P |3) = |c).

Demostracion. Nuevamente hay que recordar: P = Py — Ry y PoRy = RoFPy = 0.

P i¢(Po—Ro) _ i¢Po—idRo

=e
= 0P =R — [1q 4 (¢! — 1) Ple T
= [Id + (" — 1)A0) (0] A~ ]e~"¢%0

= [AAT + (" — 1)A|0) (0] A~ |e~"@F0

= A[Id + (¢ —1)]0) (0[] A e 0o
donde nuevamente:
So(¢) [0) = € [0) = (Id + (¢ — 1) |0) (0]) |0)
= [0) + (¢ = 1)]0) (0]0) = [0) + (¢ — 1) |0)

=10) + ¢ [0) — [0) = € |0).

Y si | X) es ortogonal a |0), entonces:

So(¢)|X) = (Id + (e — 1) |0) (0]) | X)
=|X) + (e = 1)|0) (01X) = | X).

Por lo tanto: So(¢) = Id + (¢** — 1) 0) (0]. O

5.2. Ejemplos.

La presente seccién mostrara la simulacién que se realizdé de la mejor al algoritmo de
amplificacion de amplitud cudntica, donde se muestra si es posible encontrar con certeza
un estado deseado en un subespacio invariante de tres dimensiones.
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Dicha simulacion se dard a conocer a través de un ejemplo concreto, donde se resuelve
un sistema de ecuaciones de la forma: (P, — Ry)|8) = |¢). Se presentardn las matrices
Py, Ry, su diferencia Py — Ry; el vector de incégnitas |5) y el vector de resultados |c).
Finalmente se mostrara la solucién al sistema de ecuaciones propuesto y también cada
resultado de la simulacién hasta llegar a conocer los valores del vector de incégnitas |3).

Ejemplo 16. Problema a resolver: encontrar el estado |3) en el sistema de ecuaciones

(Py— Ro) |5) = |c), donde las matrices Py y Ry son idempotentes y estan definidas como:
Py=Al0) (0|A™ 'y Ry = A1) (1] A%

Hay que recordar que la diferencia de matrices idempotentes, genera una matriz tripo-
tente, es decir, P = Py — Ry es una matriz tripotente. También hay que recordar que si se
multiplican ambos lados del sistema de ecuaciones: (Py — Ry) |5) = |¢) por la diferencia
Py — Ry, se obtiene:

(Po = Ro)(Fo — Ro) |8) = (Fo — Ro) |c)

(Po — Ro)?|B) = (Po — Ro)c)
P*|B) = P|c),

ya que se tiene que:

(Py — Ro)> = P} — PyRy — RoPy + R}
= P; + R
= P, + R,.

Entonces: (Py + Ry) |8) = P|c). Después como PyRy = 0 = RyFy, también Py + Ry es
idempoptente, es decir,

(Po+ Ro)* = Py + PyRo + RoPy + Rj
=P} + R}
= P0+R0.

En conclusién P? = Py + Ry es una matriz idempotente.

5.2.1. Solucioén del sistema de ecuaciones con matrices idempo-
tentes.

Para simular como resolver un sistema de ecuaciones a través de la teoria para matrices
idempotentes, se va a considerar el siguiente sistema de ecuaciones:

(Po — Ro)*|B) = (Po — Ro) |¢),

Es decir, P?|B3) = P|c), donde P? es una matriz idempotente.

Las matrices idempotentes Py y Ry, se van a definir de la siguiente manera:
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Py = A0) (0] A'yRy = A1) (1] A7,

Para ello se utilizaran las matrices: Ay A™!, y los vectores: |0), (0], |1) y (1.

A continuacién se enumeran los pasos a realizar para obtener las matrices Fy y Ry:

1. Se obtiene la matriz A, para este ejemplo, A sera el producto tensorial de tres

matrices de Walsh-Hadamard.

A=WaWeW.

Por lo tanto:

iaela]
i
_3?1 _3,2 ™

1_321_32 1_3,2

Py _

_3,2

OO [0l [0l [eniee

— — T —

1_3,2 _37 _ ~ _ ~ _ ~ _ 21_3,21_3,2
~ e

S N

ool _3,2 _3 ™ 3,2
— — — —
_3,2 _37 ~ _3? i

iaela] spla\] e\l ala]

— — — —

1_3,21_351_321_3,2 _ o _ o~ _ [ _ ™
[N} [N} [a\]

S

PR a3
(. -

— T,z

~ _3,2 — _3,2

OO [l
— —
_3 (o] _35. _2 _2 _3,2 _3§

[a]
[

— _3721 _3,2
[a\} N

ol
_3,21 ™

— _3§ — _3,2

_IA_SY2

— T,z _

1_3,21_3§1_321_3,21_3,21_321_3,21_3,2
[ H B - I - - I B

_32 _3,2

2. Entonces, A~! sera:

I I
17%17m17m172
|

“

— _3,2 — _32

21_3,21_3§
T len

ool [eolen _3,2 _3,2
[P [P [N
_IA_n ufl_ﬁf _ N _ N N

[a\]
L

ol _3§1 _3
— _qﬁ~ Ny _3,2 N _3,2
_ I _

—~ _3?1 _3,21_3,21 _3§
(S IR S

[a\]
I

— _3721 _3,2 — _3,21 _3§
—~ _3? _3§1 _3,2 _3?
_3,21 _3 _3§1 _32
— _SWI _3,2 N _3,21 Tﬁ SN N
I lo
3,2 oo ,2 _32
— i i —
— _37 N\ _3,2 _3,2 N _37

= _3?1 _3,21_3,21 _3?1 _3,21 _3,21_371 _3?
[N R - I~ | R - I~ B

o~ _351_32
e
2 _32
~

1_3,21_3,21_3§1_3§
[ S = e

3. Se utiliza el vector |0) de tamano adecuado:

— O O O O O OO

—
=
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4. el (0] utilizado sera:

©=(1 000000 0),

5. |1) seré:

O —H O O O O O O

6. y (1] sera:

(0100000 0).

(1]

A0) (0] A=t sera:

Asi en el ejemplo, F,

1 00— | 00— | 00— | 00| 00— | 00— | GO | 0O

| 00| 00— | 00— | 00— | 00— | 0O | GO | 0O

| 00| 00— | 00— | 00— | 00— | 0O | 00— | 0O

| 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 0O

i | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 0O

| 00| 00— | 00— | 00— | GO | 00— | 00— | 0O

1 | 00 | 00— | 00— | 0O | 0O | 0O | 00— | 0O

1 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 0O

I
avg

A1) (1] A! serd:

y Ry =

—i|o0 —i| 00 —|00 —i| o0

_ —i| 00 _ —iloo _ —lo0 _ —i| 00
—i| 00 —i |00 —i| 00 —i| 00
—i|00 _ —i| 00 _ —i00 _ —i|o0 _
—i| o0 —i| 00 —i| 00 —i| 00
| —i 00 _ —i o0 _ —|o0 _ —i| 00
— |00 — |00 —i| 00 —| 00
—i|o0 _ —i| 00 | —i|00 _ —i|o0 [
—i| o0 —i| 00 —|00 —i| 00
_ |00 _ — 100 _ —i|00 _ |00
—i| 00 —i |00 —i|00 —i| 00
—i|00 | —|00 _ —100 | —i|00 _
—i| 00 —i| 00 — |00 —i| o0
_ |00 _ —i 100 _ —i|00 _ —i| 00
—i| 00 —i |00 —| 00 —i| 00

—i|o0 _ —i 00 _ —ilo0 _ —i|o0 _

[
<

P =Py — R, sera:

IO AT O IO T O

O HIHO =T O HIF O I

IO IO A O IO

O —HIFO =IO =IO —I

O IO AT O IO

O HIFO AT O =IO I

O AT O O AT O

O IO —HIF O =IO —I

I
A
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P? = Py + Ry sera:

1 1 1 1
i Va0 0l
R R
0L 01 1Llg!
p2:14141414
Va0 0 al
R S S
i 0 050
07030307
Se desea encontrar:

V241

T 265

i) _\/571

x3 2\/5

Ty 0
16) = — | v
Ty 23
Tg 0
Ty _\/571
s 6\/5

Cabe notar que el valor |$) no se conoce, pero si se puede distinguir.

El vector |¢) es conocido:

=

=
I
[\ [\")
-od-eg

[\

=5

El primer paso del algoritmo es normalizar el vector P |¢) y cargarlo en la computadora
cuantica, para ello se parte de un estado inicial |7yp), y se multiplica por la matriz B que
es unitaria, de tal forma que el primer paso del algoritmo propuesto es: B |yy) .

El estado |vg) esta definido como:

o
N

|70> =

Ni= ONI= ONI= O
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Al multiplicar |vo) por B, se realizard en la computadora cudntica, la transicién del estado
inicial |y0), al estado de preparacion:

1

B esta definida como: B = Id — 2(8| Ry |8) " Ry |5) (8| Ro.

3 L1 r 1 1 1 1
i1 11 i1 i 1
1 3 L1 1 1 1 1
i1 1 11 11 1
1 1 3 L1 1 1 1
i 1 1 1 11 1 1
i _1 1 3 O O T
B=| 4 4 4. 4 1 1 1 1
1t 1 _1 1 3 i _1 1
i 1 i 1, 4 1 i 1
i1 1 1 1 3 1 1
1 i1 i 1, 4 1 1
-t 1 1 1 1 1 3 1
i 1 11 i 1 4 1
i1 1 1 1 1 1 3
1 11 11 i 1 1
El resultado de multiplicar |v) por B es:

1

2

0

1

2

0

B ly) = 1

2

0

1

2

0

El segundo paso es multiplicar este vector resultante por el operador generalizado de

Grover Q.

El sistema de ecuaciones de este ejemplo se resolvié con solo una iteracion de operador

generalizado de Grover (), el niimero de iteraciones de dicho operador, en el caso idem-
potente es el techo de n = {%-‘, donde a = (c|P?|c) y |¢) = P|B). En el
ejemplo:

a= (el (Po+ Ro)le) = 5,

[ arc cos/a
n =
arcsin 2\/av/1 — a

donde el techo de n es 1.

-‘ = [0.776074828029885] = 1,

Recordar que para formar el operador generalizado de Grover () se necesita multiplicar
dos matrices, una es la compuerta del marcador M y otra es la compuerta del difusor D
y el operador @ es el resultado de dicha multiplicacién.

La compuerta de marcado esta definida como: M = ¥l = Id 4 (e — 1)|3)(3]|.
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También se debe considerar que en el caso idempotente el angulo de marcado se obtiene
con la féormula:

1
@ = 2 arcsin (% sin 4n7:— 2).

5 . 1 .=« 2w
= Zarcsimm | —Ssin — = —.
7 Va6 ) " 3

Asi el angulo de marcado para el ejemplo es: ¢ = %’r Entonces la matriz del marcador se
simplifica de la siguiente forma:

M = oielB) 8l
= Id+ (¢¥ — 1)|8)(8]
= Id+ (¢'F —1)|8)(8].

Por lo tanto: ‘ .
M =1d+ (e = 1)|B)(B] = Id + ("3 = 1)|B)(B] =

3 3 3 3
(22 +3)V/3i—323 +15 V3i-3 (22 +3)v/3i—322 -9 V3i=3

24 0 P! 0 24 0 T2 0

0 1 0 0 0 0 0 0

_ /3i-3 0 (3—2%)\/§i+32%+15 0 _ \/3i-3 0 (3—2%)\/§i+32§2—9 0
24 24 24 24

0 0 0 1 0 0 0 0

(23 43)v/3i-323 9 0  \Bi-3 0 (22 +3)v3i-323 115 0 _Bi-3 0

24 24 24 24

0 0 0 0 0 1 0 0

 V3i-3 0 (3-23)v3i+323 9 0 _ V/3i-3 0 (3-23)v3i+32% 115 0
24 24 24 24

0 0 0 0 0 0 0 1

La compuerta de difusién esta definida como: D = e = Id + (& — 1) P2,

El dngulo de difusion en la teoria de matrices idempotentes se obtiene con la misma
formula que se obtuvo el angulo de marcado; es decir:

P . 1 . T
= 2arcsin | — sin )
va o 4n+2

62 . 1 .« 21
= 2arcsin | —=sin — | = —.
Va 6 3
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Asi la compuerta del difusor se simplifica de la siguiente forma:

D = P
= Id+ (e —1)P?

V3i45 V3i—3 0 V3i—3 0 V3i—3 0

o V3i+5 > V3i—3 ° V3i—3 o V3i—3

0 8 0 8 0 3 0 3

V3i—3 0 V3i+5 0 V3i—3 0 V3i—3 0
8 8 3 8

I R

| VBi-3 0 V3i—3 0 V/3i+5 0 V3i—3 0
8 8 8 8

0 \/§§'—3 0 \/§§—3 0 \/%—&-5 0 \/§§—3

\/§§—3 0 \/55‘—3 0 \/§§—3 0 \/§;+5 0

V3i—3 V3i—3 V3i—3 V3i+5

0 8 0 8 0 8 0 8+

Con la matriz del marcador y el difusor simplificadas, y adecuadas al ejemplo que se esta
simulando, se obtiene el operador extendido de Grover ().

Q=DM
— (PP ivlB) (6]
= (Id + (¢"* — 1)P?)(Id + (¢ — 1)|8)(3])
— (Id+ (¢5) = 1)P?)(Id + (¢'F —1)|8)(8)).

Por lo tanto:

9—m—£i+mi 0 \/?i—\/;z—\/ﬁ—z 0 \/Ti—\f;;l—\/ﬁ—w 0 \/:Ti—\/;z—\/ﬁ—z 0

0 \/§§'+5 0 \/§8i—3 0 \/Eéi—s 0 \/§8i—3
\/ﬁ—:s—ﬁ?i—ﬁi 0 ¢6i+\/§4i+¢ﬁ+9 0 \/ﬁ—3—§i—\/§i 0 ¢6i+JT721+¢ﬁ—15 0

0 \/Eg'—s 0 \/§8i+5 0 \/581'—3 0 \/581'—3
\/ﬁi—\/gzl—\/ﬁfls 0 \/5*41:7\/1541'7@73 0 97\/&—5/4613«#\/?7; 0 \/5*4117\/34;'7@73 0

0 \/581'—3 0 ﬁgi—:s 0 \/§Sz‘+5 0 ﬁg—%
\/ﬁ737\2/4§i7\/§i 0 \/€'i+\/27721"1+\/ﬁ715 0 \/ﬁ—s—é/‘lﬁi—ﬁi 0 \/Ei+x/§z+\/ﬁ+9 0

0 \/§§'—3 0 V3i—3 0 \/§§'—3 ) \/§8i+5

y después se multiplica el operador @) por el vector B |v), para obtener:

(vV2+1) v3i-3v2-3
12
0
(V2-1) v3i—3v2+3
12
0
QB |70> = (\/5_;'_1)\/57;_3\/5_3
12
0
(V2-1) v3i-3v2+3
12

0
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Dicho vector QB |740) es la solucién del sistema de ecuaciones (FPy — Ry)|5) = |c), es

decir, @B |yo) es igual a |/3) salvo la fase global \/25\53

12 2V/3

0 0
(V2-1)v3i—3v2+3 21
- 12 2v/3

QB o) = . e I
0/ — 241) v3i—3v2-3 - . V2+1
(v2+ )\/1; V2 V3i—3 503

0 0
— i— _\/5—1
_(x/i 1)\/132 3v2+3 =

0 0

Asi se comprueba que la solucién es:

S
s

2v/3

=
I
S o
L w

2v/3

w

N
L

oW
&

5.2.2. Solucién del sistema de ecuaciones con matrices tripo-
tentes.

Para simular esta segunda forma de como resolver un sistema de ecuaciones a través de
la teoria para matrices tripotentes, se va a considerar el siguiente sistema de ecuaciones
(Py — Ro) |8) = |c), es decir, P|5) = |c), donde P = Py — Ry es una matriz tripotente.

Las matrices idempotentes Py y Ry para este ejemplo, se van a definir de la siguiente
manera:

Py =F0) (0| F~'yRo = F |4) (4| F ",

para ello se utilizardn las matrices: F'y F~' y los vectores: |0), (0], |4) y (4.

La matriz F' = f |k) es la transformada cudntica de Fourier, donde |k) es un vector en la
base del célculo, cuyas entradas son ntimeros complejos ¢". La Transformada cuantica
de Fourier F' esta definida de la siguiente manera:
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es decir,

T ~Pagl s

1_37 _ _4 2_32+_4
I
PP e P
[ [
—
I
1_3ﬁH_4 ~payd 1 1_32+ < 1_321_4

e e 1_32 e
1_3§ _3,2 _3§ N _3,2 N
[ ela) el
13?1_A < = QH ~ _4 Z_3,2|_|_
N

[o=t _

— _3,2 ol
[a\]

_3,2.1_32
1_37.1_3,2 ™ _3? 1_3,2 ~Tl ™
~Tle |

o o™
= .
Ny I BN

1371_:_4 Z_32 _4

1_371 _3,21 _3,21_3,21 _3?1 _3,21_3,21_&2
(S I IR~ - B ) Bl Y ]

’

serac

Entonces, F~1

3?+_4 1_3,2 __4

—
13§+_4 1_372 __4

1_372.1_3,21_321 21_3?1_3,21
R N ~

. (o} el
13?1_A <« = 2_.I_.| ~ _4 Z_3,2+_
2Z

o=t _

_3,2 e ol _32
N T,Z - _S,ﬁ N _3,2
_ _ _

1_3?1
™ ol

~ 41_372 ,21
1_31_ %__ gl TR

_3721 _3 ~

.1_3,21_3,2
1_32 ~ 2.2_371_3? 21_3§
™ o~ | |

— —
- .1_372 _4 1_3
1_3ﬁ%_ ~F

T =

1_3§1_3,21_3,21_371_3721_3,21_3,21_32
o F B N B o B B

I
T
3

_3,2i_3v2
N [\l

El |0) adecuado sera:

— O O O O O OO

I
—_
=

(0| sera:

(0j]=(1 00 00 0 0 0),
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’

seras:

[4)

OO OO —H O OO

—
=

y (4] sera:

(4=(0 000100 0).

Asf en el ejemplo, Py = F'|0) (0] F~! es:

| 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00

| 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 20

4 | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 20

| 00— | 00— | 0O | 0O | 00— | 00— | 00— | 20

| 00| 00 | 00 | O | 00— | 00— | 00— | 0O

i | 00| 00— | 0O | 0O | 0O | 00— | GO | 0O

— | 00— | 00— | 0O | 0O | 00— | 00— | 00— | 0O

— | 00— | 00— | 0O | 0O | GO | 00— | 00— | 0O

I
o

y Ro=F|4) (4] F~! es:

—i| o0 —| 00 —i| o0 —|00
_ —i|oo _ —ilo0 _ —i o0 _ —lo0
—i|00 —i|o0 —i| 00 —i|00
—i|oo _ —io0 _ —i|o0 _ —i00 _
—i| o0 —i100 —i|00 —100
_ —i|oo | —i|o0 _ —i| 00 [ —|00
1_81“81_81ﬂ81_81ﬂ81_81“8
—i oo —|00 —i| 00 —|00
_ — 100 _ —i|00 _ |00 _ —i|00
—i|o0 —i|o0 —i| 00 —|00
—| 00 _ — |00 _ —| 00 _ —| 00 _
—i| oo —| 00 —i| o0 —|00
_ —i00 _ —i |00 _ —i| 00 _ —i|00
—i|00 —i| 00 —i| 00 —| 00

—i|oo _ —lo0 _ —i| 00 _ —lo0 _

I
oS

P()—R()eSI

pP=

IO AT O HIF O T O

O =IO =IO =IO —I

IO IO A O IO

O —HIFO =IO =IO —I

O IO HIF O IO

O HIYTO AT O =IO I

O AT O HIF O T O

O IO T O =IO I

I
A



Capitulo 5. Correccion al algoritmo de amplificacion de amplitud cudntica. 115

Se desea encontrar:

V2+1
T 2V/3
T 0
_ V21
T3 2\/5
T4 0
16) = — | vau
Ty 23
T 0
T _ V21
s 6\/5

Cabe notar que el valor |$) no se conoce, pero si se puede distinguir.

lc) es conocido:

=

[\
o<

=
I
[\

o,

[\e}
=%

1
23

El primer paso del algoritmo propuesto es cargar el vector |c) en la computadora cudntica;
entonces, el estado inicial del cual se parte es |y) = |c), el cual debe ser de norma uno y
en el ejemplo es:

o

N —=

70) =

N~ O~ Ok O

El segundo paso es multiplicar este vector resultante por el operador generalizado de
Grover Q).

El sistema de ecuaciones de este ejemplo se resolvio con sélo dos iteraciones de operador
generalizado de Grover @), hay que recordar que para formar el operador (), se necesita
de la multiplicaciéon dos matrices, una es la compuerta del marcador M y otra es la
compuerta del difusor D, el operador () es el resultado de dicho producto.

La compuerta de marcado esta definida como: M = ¥l = Id 4 (e — 1)|3)(3]|.
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El angulo de marcado para este ejemplo es: ¢ = %” Entonces la matriz del marcador se
simplifica de la siguiente forma:

M = 98
= Id+ (e - 1)|8) (6]
- 27
=1d+ ("5 —1)|B)(F]
_2%673 0 % 0 _2%6+3 0 % 0
0 10 0 0 0 0 0
3 3
% 0 276+3 0 % 0 2§673 0
- 0 0O 0 1 0 0O 0 0
N _2%6+3 0 % 0 _2%6—3 0 % 0
0 0O 0 O 0 1 0 0
3 3
1 _
5 0 276 3 0 % 0 276+3 0
0 0O 0 O 0 0 0 1

La compuerta de difusién esta definida como: D = e™”.

El angulo de difusion para este ejemplo es: ¢ = w. Asi la matriz del difusor se simplifica
de la siguiente forma:
D = ¢f
= Id+ isin P + (cos ¢ — 1) P?

= Id+isinmP + (cosm — 1)P?
5 V3i 3 V3i _3 V3i _3 V3i
8 8 8 8 8 8 8 8
Vv3i 5 VBi 3 Bi _3 3i _3
8 8 8 8 8 8 8 8
_3 V3i 5 V3@ 3 ¥3i _3 3i
g8 8 8 8 8 8 8 8
V3i 3 V3i 5 V3i _ 3 V3i _3
— 8 g8 8 8 8 g8 8 8
_3 ¥3i 3 V3i 5 V3i 3 V3i
8 8 8 8 8 8 8 8
V3i 3 VBi 3 V3i 5  V3i _3
8 8 8 8 8 8 8 8
3 VBi 3 Bi 3 Bi 5 \/3i
8 8 8 8 8 8 8 8
V3i 3 VBi _3 V3i _3 V3i 5
8 g8 8 g8 8 g8 8 8
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Con la matriz del marcador y el difusor simplificadas, y adecuadas al ejemplo que se esta
simulando, se obtiene el operador extendido de Grover Q).

Q=DM
— lOP el B)(B
= (Id +i(sin @) P + (cos ¢ — 1) P*)(Id + (e* — 1)|3)(B])
= (Id+i(sinm)P + (cosm — 1)P?)(Id + (¢'F — 1)|8)(8])
_2%79 V3i _32371 V3i _2%+15 V3i _32%—1 V3i
24 8 , 24 8 24 3 , 24 8
B (27—1>i 5 (27+1>z e (2?—1>1 3 (2?+1>i s
%\/ﬁ 8 83\/5 8 %\/5 8 §\/§ 8
32241 V3i 2249 V3i 32241 V3i 2215 V3i
pY 8 24 8 P 3 24 8
B (27—1>i 3 (27+1>z 5 (2?—1>i 3 (2?+1>i 3
— 83 8 83 8 83 8 83 8
_2%+15 V3i _32%71 V3i _2379 V3i _32%71 V3i
24 8 , 24 8 24 3 ;24 8
B (2771)1' 3 (27+1>z e (2271>1 5 (2?+1>i s
83 8 83 8 83 8 83 8
32%+1 V3i 25 _15 V3i 32%+1 V3i 2%+9 V3i
pY 8 24 8 P 3 24 8
B (2771)1' s (27+1>z e (2?71>1 3 (27+1>1 5
83 8 83 8 83 8 83 8

Después se multiplica el operador @ por el vector |vy), y se obtiene:

S

31

4

31
4

Ll

S

A L

Q |70> =

B

Lo
Ll

|
=

El tercer paso es realizar una segunda iteracién del operador (), para obtener:

(v21)i
o
0
(\/5—1)1'
23

o

Q2 |%> =

—~

\/§+1)i
23

e}

(\/i—l)i
23
0
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Dicho vector Q% |y0) es la solucién del sistema de ecuaciones (Py — Ry) |3) = |c), es decir,
Q? |) es igual al vector |3) salvo la fase global: 1.

(V2+1)i
0
(va-1)i o
23 2V/3
0 0
2 _ _
Q ’70> - (ﬂ+1)i - V2+1
23 2v3
0 0
. V2-1
(ﬁ_l) v T 23
26/3 0
Asi se comprueba que la solucién es:
V241
2v/3
0
_ 21
2V3
0
|5> = V2+1
2v/3
0
_ V21
2V/3

o




Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este dltimo capitulo se dardn a conocer las conclusiones a las que se llegaron después
de simular y analizar el algoritmo cuéntico propuesto para el caso tripotente.

También se daran a conocer las aportaciones que se hicieron al algoritmo de amplificaciéon
de amplitud cuantica.

6.1. Conclusiones.

1. La simulacién de capitulo anterior prueba que a través del algoritmo propuesto para
el caso tripotente, que si es posible obtener la soluciéon de un sistema de ecuaciones
donde la matriz de coeficientes es singular, hermitiana y tripotente.

2. El presente trabajo de investigacion presenta el algoritmo propuesto para el caso
tripotente como una opcién mas para obtener la solucion de un sistema de ecua-
ciones como se describié anteriormente.

3. El algoritmo propuesto para el caso tripotente es diferente al del caso idempotente,
debido a que en el caso idempotente el angulo de marcado y el dngulo de difusion
son necesariamente iguales, mientras que en el caso tripotente el angulo de marcado
y el angulo de difusién no necesariamente son iguales.

4. Se encontré que hay una infinidad de angulos de marcado y difusién, con los cuales
es posible encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones. Esto se debe a que el
vector de marcado es analogo a un vector de rotacion, el cual vuelve a encontrar la
solucion al rotar.

5. Los angulos de marcado y difusién, con los cuales es posible alcanzar la solucion
del sistema de ecuaciones, se pueden colocar en una serie formal, y esta a su vez, se
puede expresar como una sumatoria infinita.

6. Se encontré un algoritmo, que es una generalizacion del algoritmo de amplificacion
de amplitud cuantica, tal que le es posible encontrar con certeza un estado deseado

119
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dentro de un subespacio invariante de tres dimensiones. Dicho estado contiene los
archivos que son buscados dentro de la base de datos no estructurada.

7. También se encontré que existe una matriz B que modifica el algoritmo de am-
plificaciéon de amplitud cuéantica, de tal forma, que puede encontrarse con certeza
a través del algoritmo generalizado de Grover en un subespacio invariante de tres
dimensiones, un estado deseado que contiene los archivos que son buscados dentro
de una base de datos no estructurada.

8. El encontrar con certeza un estado deseado dentro de una base de datos no estruc-
turada, en un subespacio invariante de tres dimensiones, es equivalente a resolver
un sistema de ecuaciones donde la matriz de coeficientes es singular, hermitiana,
tripotente y el cual se puede resolver usando la teoria para matrices idempotentes
o la teoria para matrices tripotentes.

6.2. Limitaciones

1. El algoritmo tiene la limitacion de que solo resuelve sistemas de ecuaciones lineales
que tienen matrices de coeficientes singulares, hermitianas y tripotentes.

2. El rango de los problemas que se pueden resolver con el algoritmo disenado, esta
limitado a matrices de coeficientes tripotantes y sélo para la busqueda de archivos
en bases de datos no estructuradas.

3. No se ha estudiado la complejidad del algoritmo, en cuanto que este resuelve sis-
temas de ecuaciones lineales.

6.3. Trabajo futuro.

1. Generalizar los teoremas encontrados en la teoria del caso idempotente y tripotente,
para luego plantear el caso n — potente.

2. Encontrar nuevas generalizaciones al algoritmo de Grover o la técnica de amplifi-
cacion de amplitud cuantica, para incrementar el rango de problemas que se pueden
resolver en la busqueda de archivos deseados en una base de datos no estructurada.

3. Hacer un andlisis de las modificaciones que se le hicieron al algoritmo de amplifi-
cacion de amplitud cuantica y seguir trabajando con las mismas, de tal manera que
se logre reducir la complejidad del algoritmo disenado exponencialmente, en cuanto
que este resuelve sistemas de ecuaciones lineales, en comparacién con algunos al-
goritmos clasicos que también resuelven sistemas de ecuaciones donde la matriz de
coeficientes es singular, por ejemplo el algoritmo de Gauss-Jordan.
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FEcuacion 1.
= (Y| Id|¢)
= (Y[¥)
=¥ |
FEcuacion 2.
. . (10 10 00 0 0
M1M1+M2M2—(O O) (O O)+(0 1) (0 1)
(10 + 00
~\0 0 0 1
(1 0
- \0 1
Fcuacion 3.
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FEcuacion 4.

Fcuacion 5.

Py = (31| M5 My [31)

500 (
)(2)

o

)

Sl

I
/~ /N -
o
Sl

N = O
+

N —
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FEcuacion 6.

N———

Il
3
N

o T
VN
g

YOl

=
N—

I
— 7\
— = o
~_

FEcuacion 7.

MW [0) = M <}| >+7|1>>

:’0><|<E|O> 7\

1

=5 10) {0]0) + \/— 1) (
1

=7 0)

)

0[1)

FEcuacion 8.

Y1) = (W @ W) [¢ho)
= (W e w)(0) 1))
=WI0) @ W |1)

1 1 1 1
- (70 75) e (79 -71)
_ 1 00>—1|01)+l|10>—1|11>
5| 2 2 2
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Ecuacion 9.
42) = Uy )
_ U, (% 00) — 5101+ 3 [10) — |11>>
= SUS100) — 50y [0) + 505 [10) — Uy [11)
= 10} 17(0) © 0) — 3 [0} [F(©) & 1) + 5 |1) [F(1) ©0)
—sIn e
e <—1>f<°> (“ ; '”) e (- (L2

:<|0> (10) ® (=1)@ + 1) @ (-1)/)
_ )00+ (- >f<1 |1>®|o>—|1>
V2 V2

FEcuacion 10.
W2 10) = (W @ W)(]1) @ |0)
(f‘o \f“) (f’o )
|00> |01>—§|10>—§|11>
(|00>+|01> 10) — [11))

(( 1)1000 |00> + (_1)1001 |01> - (_1)1010 |10> - (_1>1011 |11>)

l\DI»—*[\DI

Fcuacion 11.

[91) = (W™ @ Id)(]00...0) ® |0))
= Wwen \oo .0) ® Id0)

¢2—n Z )" (Ju) ®10))

= ﬁ Z(|u> ®|0))

Por superposiciéon homogenea.
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FEcuacion 12.

1he) = U f |11)
=
=Us| 7= ) lw) ®]0)
=
= — Us(ju) @ |0
Propiedad distributiba del producto de matrices 6 paralelismo.

2m -1
1

= — u) @ |f(u) B0
v MCEICED)

Por definicién de Uy.

FEcuacion 13.

lihs) = (1d®" @ z) [1ha)
. =
- (1) (F PE |f(U)>)

— e S ) () | )
2[0) = [0, z[1) = — |1)

- S ) @ 2| £ ()

2m—1

1

- M LISVCIN )
FEcuacion 14.
tha) = Uy |1b3)
—U; (\/12_71 D uy @ (—1)/™ |f(u)>)
_ \/127 2(—1)f<u>Uf(|u> ® |f(u)))
_ \/12_ S (-1 fu) @ |f(u) @ f(u))
;2
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FEcuacion 15.

1hs) = (WO @ Id) [1)4)

— (W®" ® Id) (\/_Z ) ) @\0))

on_1
“)W®"u®0

ﬂ_nz )@ )
on_1 m_1

uw ’w ’O

= 7F L S
-5y (2(—1)“””“” ) |o>)

u=0 u=0
= =
= o (=1)/™10...0)|0) + > > (=1 ) o)
u=0 u=0
11 [
= 1)7 ) 100...0)]0) +
NoTRviT (Z( ) ) 00....0) o)
=
= o (Z<—1>f<“>) 000} [0)
u=0
21
En esta etapa podemos ver la Interferencia Z (—=1)7 (W),
u=0

FEcuacidon 16.

Y1) = (W @ 1d)(]0) @ |0))
0

= (W ® Id) |00)
1 1
~ (Z510+510) )

1 1
= 75110+ Z100)
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FEcuacion 17.

pn) = c<x><% 10) + f 00

{0

)

Sl
EH

Sl
O
_ o O O

+

Sl
[\
o O O

_l_
VY
o o oGl
~__

Grooshhooe

I
=
S
=)
N

FEcuacion 18.

[¥1) = C(X)®™(|¢)) @ |Boo))
C(X)*"((a]0) +0]1)) @ [ Boo))

= X®Id( 0) +b]1)) <f|oo> fy11>))

(\ﬂooo f|011 f|1oo> fy111>)
= 2C(X)®|000) + ——C(X)®!|011)

V2 V2

b Id b Id
+EC< )® |100>+70( )& 1)
:ﬁmoo) f|011> \/_|110> \/‘|101>
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FEcuacion 19.

Ecuacion 20. |¢y) =
(W& W)(Idy — 2]00) (00|
)(Idy — 2]00) (00]
W)(ldy —2 |00> (00]

(W@W

|¢2> =

4

b
+ —W[0)]110) +

V2

V2

5 1010) — 2 |11o>
= 2 100) (al0) +]1)) +

+ 5110 (a]0) ~ b]1) +

f”
f\1>

WS Jahs

) =
)W
)W
)W

2w 10) |00y

(W & Id ® Id) |ib,)
= (W®Ide Id)(-=

)+ )

f 011
)

000) +
7!
b
—= 101
7!

+ Lwoyn

42 > 1100) +

V2

\i[wm 01)

+ 5 l011) + S {111)
b
|oo1) - 2 J101)
1
o1y a1y + b o))

5 111) (a 1) — b10))

10) (a]0) +6]1) + 1) (a 1) +6]0))

10) (a]0)

V2
—b[1)) + 1) (a[1) = b]0))

V2

(W @ W)Us(W @ W)Uy |00)

® W)U, |00)

@ W) (Idy + (e"™ — 1) [10) (10]) |00)
® W)(Ids — 21]10) (10]) |00)

(Ids — 200 (00])

(Idy — 2110) (10[)(]00))

o O = O

o= O O

_— o O O

1
)2(8) (1, 0, 0, 0)
0
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FEcuacion 21.
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FEcuacion 22.

lhri1) = QFA|0...0)
=Q" (cosg |Yo) + sing |¢1>)

~ (cost —sinf g COS§
~ \sinf  cosf sin 2

= (sntet) ity ) (5n1)

( 2
~ (cos (kO + 3)
— <sln (k@—l— ))
FEcuacion 23.
(X| P|X)

Wy) = P|X) — T X)
= P|X) — (X|P|X)|X)
= P|X) — (X| PP|X)|X)
= P|X) — (X| P"P|X) |X)
= P|X) = (X| P*[b) | X)
= PIX) = (P]X))" [b) [X)
=P |X) —[b)"[b) | X)
= P|X) — (b] |b) |X)
= P|X) —alX)
= (P —ald)|X)

FEcuacion 24.

o) = 0 )
= ei@|X><X(%P ’X>)
1

= (d+ (e = ) 1X) (XD)(_=P X))
_ (e —1)
— ﬁP|X>+ Va 1X) (X| P|X)
= %P 1X) + (eli/g Y x)

1

=P+ (€ — 1)va|X)
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FEcuacion 25.

|13) = " |12)

= (=P |X) + (¢~ )V |¥))

= (104 (e = DP) (=P X) + (¢ = 1)ya]X)

= =P 1Y)+ (6 = DVAIX) + (2 = DP)(G=PIX) + (¢~ DVal))
= =P 1)+ (6 = DVALX) 4 (9 = =P |X) + Ve P )

= =P 1) + (€ = DVaIX) + (¢ = 1) 2P X) + Vale?)P|X)

= (6 DVAIX) + (= + (e = D)oz 4 Vale )P |X)

FEcuacion 26.

(eian)(eiqSP)* —

I
a

FEcuacion 27.

(e = 1) |X) (X]) | X)
(e = 1) |X) (X]X)

(e = 1) |X)
+e?]X) — |X)
_ele)

+
_|_
+

el X)(X] 1X) = (Id
X
X
X
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FEcuacion 28.

e’(P|X) —alX)) = (Id+ (¢ = 1)P)(P|X) — a|X))
= P|X) —a|X) + (¢ =1)P*|X) — a(e” = 1)P|X)
= P|X)—a|X)+ (e - 1)P|X) —a(e’ — 1)P|X)
= —a|X)+ (14 (e = 1) —a(e” —1))P|X)
= —a|X) 4 (e —a(e” — 1) P|X)
= —a|X) + (e —a(e” = 1))(P|X) — a|X))
+ a(e” —a(e'” — 1)) | X)
= (—a+a(e” —a(e” = 1)) [X) + (e
—a(e? = 1))(P|X) - al|X))

FEcuacion 29.

g(x) = apz® + ayzt + ar® + ...

S (7).

=0 va
0 g (]
= (1, 0)(Id—Qx)"" C%Z)

SRIERORES
(1, 0) (((1) (1)> _ €i¢>P€i<p|X)(X|x> - (é&)
)

=(1, 0

(E9- (e =gy

B Va(elP+iolX)(X|p2 4 ((—aewpcjm—;z)ii@'xﬂx +(a—1)e® —a)z + 1)
Va(z —1)

Pl (Xlg2 4 ((—aePa — 1)eXNX] + (0 — 1)eid — a)x + 1
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FEcuacion 30.
Az + B = g(2)(C2® + Dz + E)

= Z a7 (C2? + Dz + E)

k=0

o0 o (e.)

= Z Copat+? + Z Daga*tt + Z Eaa®
k=0 k=0 k=0
o0 o o

= Z C’aj_ij + Z Daj_lmj + Z Eozjxj
j=2 j=1 §=0

= Z Caj_ga:j + Z Daj_gzvj + Doz

J=2 Jj=2

+ Z Eaj,ng + Fayz’ + Eaya!
=2

= Eag+ (Dag + Bay)z + ) _(Cajs+ Dajy + Bay)a’

=2
FEcuacion 31.

(blb) =|I 1) |I”

= (z| P*P |z)
x| PP |z)
x| P?|x)
= (z| P|z)

=a

=
=

FEcuacion 32.

I16) [I* = (blb)
= (z| P*P|z)
= (z| PP |z)
= (2| P*|z)
=P
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FEcuacion 33.
- 2 _ 2 _ 2
W3) = |Wi) = P? |z) — Px P|a) — Pr P* [z)

= prixy - IEIX (W3] P?|X)

W|Wl>_ (Wa Wa) |Ws)
2 (X|P?|X) (Wa| P2 |Ws)
=P |X>_ <X‘X> | >_W|WQ>
= P10 - 010 0 - S
= P*|X) — (X]| P*|X) |X)
- Lt PIEI
(PIX) = a[X))*P[X) — alX)

= P*|X) — (X| P*|X) |X)

(P|X) —a|X))P?|X)
TP —a X P X e X —alX))
= P?|X) — (X| PP |X) |X)

(P1X) = a|X))P?[X)
TP —alX)PIX) —ax) LX)
= P?|X) — (X| P*|b) |X)

(P1X) —a]X))P*|X)
TP —a X P X —a i E ) —alX))
= P?|X) — (P|X))" [b) | X)

(P|X) - | X))P*|X)
~ (P|X)—al|X))*P|X) _a|X>(P|X> —a|X))
= P?|X) — ()" [b) | X)

(P|X) — | X)) P?|X)
- (PIX) —a|X))*P|X) _a|X>(P|X> —a|X))
= P|X) — (blb) |X)

(P]X) —a]X))P?|X) R

T PX) —a X)) PIX) —alX)
(PIX) —alXDP?1X)
(P]X) — a[X))"P|X) — a|X)

= PHX) = A1) - PIX) - a]X)
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FEcuacion 34.

MI|X) = el X) (X | X)
= (Id+ (¥ = 1) |X) (X]) |X)
= [X) + (¥ = 1) |X) (X|X)
= [X) + (¥ — 1) |X)
= |X) +€¥]X) — [X)
=¥ |X)

FEcuacion 35.

PWy) = P*|X) - aP |X)

= w3y + =D ) + 510 - 0P )

= )+ S )+ 616) — ) — o)
= 73 + S )+ 51 — i) — )
— (8 — a2 a(l—B) —

= (3=t X+ (S - ) W) + i)

— (8 — a2 a(l —p5) —

= (-t + (5 - a ) I+ )
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AL=D) (p21x) — aP|X)) - GP|X)

o

b —a?

=9 a2(1- B)
B 5oz D10

= P*|X) -

=P |X> —
_ (1 + 0‘2(1_;5) ) PIX) - —ﬁ(l__af)zﬂ X)

- (1+ 2 - p) (wad +alxy - D ey

P*|X) +

it _f) _ 5) (W) + (1 + —a;(l__af) — ﬂ) a|X)
- (B - (4
2(1 _f) _5) o8- 5)) X)

=
0‘2“_5)—5) L )|W> —aﬁ(l__af)lw

( :
( L B)?
(6— + (6_5) 8% + Ba ) )
( Jo=

B—a’+a (1—) 5% + pa? )
)

—_

_ a? 4+ a? — Ba® — % + pa? o aﬁ(l_—af) X

((6 a+aﬁﬁz ﬁ+ﬁa) ocf(lﬁ))w
*(((1 , o ) G ) 72
-2 [Ws)

:(éiiia =) 0

(bt e, s,

:((ﬂ a(jaﬁ) 5a B+Ba2 ) él__af)'w3>
B

[

- (5= - ey ﬁ“)’m e
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FEcuacion 37.

110[] = (b]b)
= (z| P*P|z)
= (z| PP |z)
= (z| P?|z)
=p
FEcuacion 38.
Al0) = [b)
1
= m |b)
1
“Ter”
1
= WP|X>
1 «Q
= W(PIJQ _O‘|X>)+ﬁ | X)
FEcuacion 39.
g(z) = Z%iﬂk
k=0
= i (1, 0, 0)Q" (g) z*
k=0 0
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FEcuacidon 40.

g(z) = 2" + izt + 2’ + ...

= Z %ﬂfk
k=0

:i@, 0, 0)Q" (

k=
= (1, 0, 0) (Ide)l( )
0 -1
0] —Qx
1
0 -1
0| — P eielX)(X],
1
—1 «
11 Q12 13 VB
- (C]m 422 C]23> JU) (ﬁ)
q31 g32 (33 0

2

2? + (ifsing — acosp — a)r + «
etex3 4 ((Bsin? ¢ + iarsin ¢ + B cos? ¢

S-Sk

[e=]

T

0
— (1, 0, ZQ’“ "“(

o

I
—~
-
“O
=
O O =
o

I
—
=
“O
=
o O =
oG5k

1
=(1, 0, 0)[ |0
0
B (cvcos ¢ — i sin ¢
~ VB((—sin? ¢ — cos? ¢

+(2 — B) cos p)ei® + (1 — B)sin® ¢ — iasing + (1 — 3) cos? ¢ + B cos @) a2

=) o = O o = O

=)
_ o O

~— | —

+((—tasing — Beosp + f — 1)e¥? +iasing + (f —2) cos ¢ — f)z + 1)
(avcos ¢ —ifsin @)x? + (iBsing — acosp — a)r + «
V/B(—sin? ¢ — cos? ¢)erx3 + /B((Bsin® ¢ + iasin ¢ + B cos? ¢

+(2 — B) cos ¢)ei® + (1 — B)sin® ¢ — iasin g + (1 — ) cos? ¢ + B cos ¢)x2
+vB((—iasing — Becosp + B — 1)ei? +iasing + (8 — 2) cos ¢ — Bz + /B
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FEcuacion 41.

Az® 4+ Bx + C = g(z)(Dz* + Ex* + Fx + G)

FEcuacidon 42.

= Z'ykxk(Dx3 + Ex* + Fx 4+ G)

k=0
= Z Dyt 4 Z Byt 4 Z Frpabtt 4 Z Gyp®
k=0 k=0 k=0 k=0

= Z Dy 32’ + Z By 977 + Z Frja? + Z Gy’
=3 =2 j=1 =0

= Z Dy, 327 + Z By o1’ + Eryoa?

j=3 j=3

+ Z Fryja? + Fya' + Fya®
=3

+ Z Gv;z? + Gz + Gyzt + Gyox?
=3

+ Z F%-_lxj + Fyor + F71x2

=3

+ Z Gvja? + Gyo + Gnx + Goa?
=3
= Gy + (Fyo + Gn)z + (Evo + Fy + Ga)a?

+> (D3 + Evjo+ Fyjoa + Gyy)a?
=3

I ws) |17 = (ws|ws)

({z[ P —a{z)(Plz) — alz))
= (2| P*|z) — o (2| P|z) — 0
=0 —ax

= B—a’
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FEcuacion 43.

| fws) I = (ws|ws)
=l (P = 3ol P* = ol =P 2} - 5P
_a1-p),
5 a2 [w2))
= (el P = 8ol P)(P 1) = 5P} — S )
= (ol P ) = 8 (al P212) — S (0] P 1) — ] P 1)
RTINS T
= (el P1e) - 5 - Do~ ap
~ (ol Pja) - 2 = 2 a) (1-5)
:6_ﬁ2_05ﬁ(1_—a§)a(1_6)
~p(1-8) - E=Pan-p)
s a8
= (- 53 - a2
_a_ 2_O‘2<1_ﬁ>2
R

FEcuacidon 44.

Q |X> — PP pip| X)(X] |X>

=[Id+ (e = )P|[Id + (e — 1) |X) (X[ | X)
= [Id+ (e = DP][|X) + (e — 1) | X) (X]X)]
= [Id+ (e = DPI[X) + |X) e — | X)]
= [Id+ (¢ — 1)P][|X) €]
=¥ |X) +e¥(e” — ) P|X)
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FEcuacion 45.

QP|X) = ei¢P€i@0|X)(X|p 1 X)

= [Id+ (¢ ~ DP|[Id + (¢ — 1) |X) (X]|P|X)

= [Id+ (¢ = DP][P|X) + (€ — 1) [X) (X| P|X)

— [Id+ (¢ — DP][P|X) + (¢ — 1)|X) o

— PIX) + (e — )P |X) + (€ — 1) [X) a + a(e? — 1)(e” — 1)P|X)

(e
=PIX)+ (¢ ?—1)P|X) + (e = 1)[|X) a+a(e? - 1)(e¥ = 1)P|X)
= a(e® — 1) [X) + [1+ e — 1+ a(e — 1)(e* — 1)]P|X)
= a(e" = 1) |X) + [ + a(e? = 1) (¥ — D] P|X)

FEcuacion 46.
b) = P|x)
= AJs) (5] 47 - )
Als) {s] A7 i)
Als) (s] A” i)
Als) (] Als))”

(Wl) + [100)) (1] Als))*

(I%) + [90)) (] (191) + [¢0)))"
(I%) + [00)) ({r]1) + (olt))

(|1/11> + |¢o))a

(|¢1> + [tbo))

a(¥1) + o))
altr) + Va i)

S\ %\ S\ S\ %\ E\HE\HE\H

Il
S5
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FEcuacion 47.

|70>

FEcuacidon 48.

U |70>

|||>||

|||>||

z|X) +yP|X)
v|X) +yAls) (s| A7 X)
!X> yAls ><<w1|+<wor>|X>

||¢ plén) +uAls ><1/11| “w plvn
— % 1) +yAls) || % H(%I%)
:%wlwwll >\/5
= 5 ) +pAls) Va
)
Ule)
U(Py — Ro)|8)

1l |c> [

—_

el

HHH
HHH
HHH
1
el

1
HHH

i \c> [

(Id =2 (8| Ro |5)~

(Po — Ro) [B8) +2(B| Ro |8)~

(FPo — Ro) [B8) +2(B| Ro |8)

(Fo — Ro) |B) + 2Ro | 8)
Bo|B) — Ro|B) + 2R |3)
Bo|B) + Ro |P)

T (Fo+ Ro) [B)

(Po — Ro)*[B)

T*|8)

Tle)

"Ry |B) (8| Ro)(Py —

Ro) |B)

"Ro|B) (B R} |B)
"Ry |B) (B8] Ro | B)
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FEcuacion 49.

= V(B T?|B)
=V (BI(T?)*|5)
= V(B T?T*|B)
=/ (B|T*T |c)

=/{c| T*T |c)

FEcuacion 50.

ci¢T? _ gid(Po+Ro)
— iPPoFioRo
— (0P 4idRo
= [Id + (¢'” — 1) P]e"™

= [[d+ (ei¢ _ 1)A |O> <0| Afl]eiqﬁRO

= [AA—I + (ew _ 1)A |0> <O] A—l]emRo

= AlId+ (¢ = 1) [0) (0]~ e
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